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Koszonetnyilvanitas

Ehelyiitt a visszaemlékezés euforikus sorainak kellene allnia. Az elmilt évek élményei megszépiilve, rozsaszi-
nen tarulnak elénk. Csak szép és jo tortént veliink. Am valéjaban, mint mindenki, én is 6rakat varakoztam
témavezetSimre, ramtortek olykor a csliggedés hullamai, ha egy szadmolés elakadt, vagy a szamitégép szora-
kozott velem. Bamultak értetlenkedve a felismerés pillanataban, mikézben dadogva probaltam elmagyarazni
nekik, amit mar régen tudtak. A munka kézben akadtak felejthetetlen élmények is, mint példaul az alta-
lanos képletiink megilinneplése magyar témavezetémmel, Cserti Jozseffel, avagy a nagy kirakos jaték angol
témavezetém, Colin J. Lambert szobajanak padlojan, térdelve az abrik tengerében.

Elismerésem és tiszteletem ennek a két embernek, akikt6l rengeteget tanultam, mint fizikus és mint
ember egyarant. Az ¢ gondolkodasuk a vilagrol és a fizikarol erGsen vonzott. (,Meghazasodni mésodrendii
fazisatalakulas, sziil6vé valni els6rendd fazisatalakulas.”)

Koszonet a Komplex Rendszerek Fizik4ja Tanszék munkatarsainak és doktoranduszainak, kiilon készonet
Csordas Andrasnak, Dervadelin Gergelynek és Pollner Péternek dolgozatom beadas el6tti atolvasasaért és
értékes észrevételeikért.

A legfébb csodalatom és szerelmem feleségemnek, Annanak, aki lelkesitett a disszertacié megirasa soran

(,Irjad!), és elviselte morgasaimat és diihkitoréseimet munkam soran. Remek térs és kitting tamasz O nekem.
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2 1. FEJEZET. BEVEZETES

1.1. Mezoszkopikus' rendszerek

1.1.1. Nanotechnolégia és kdoszkutatas

A XX. szazad utolso évtizedeiben a transzport jelenségek vizsgalatanak kedvelt rendszereivé a mezoszkopi-
kus rendszerek valtak. A teriilet kiilonosen intenziven fejlédott, mivel az ipari technologidk és a tudomanyos
érdeklsdés latvanyosan egymaésra talaltak és kolcsondsen egymaésra is voltak utalva. A technologiai fejls-
dés, a félvezetGipar technikai tokéletesitése és fejlesztése meghatarozoéan a miniatiirizalas irdnyaban haladt.
Egyre bonyolultabb és Osszetettebb szerkezetek elGéllitasdnak igénye lépett fel. Az altalanosan elfogadott
Moore-torvény szerint az egyetlen csipbe integralt alkatrészek szdma exponencidlisan novekszik az évek mu-
lasaval [3], ami értelemszertien egyiitt jar a méreteik csokkenésével is. Mig az els6 tranzisztorok (1947 utéan)
jellemzden cm-es nagysaguak, addig példaul a 2002-ben forgalomba hozott Intel Itanium 2 processzor [4]
38,5 mm x 38, 5mm x 3,447 mm térfogataban 221 milli6 tranzisztort zsufoltak Ossze. Az alkalmazott tech-
nologia 0,18 ym vastagsagu ,drotokbol” épitkezik, és egy tranzisztor karakterisztikus mérete 0,25 pm. A
méretek csokkenése mar énmagéaban is érdekes kérdéseket vet fel. Meddig irhato le a transzport a klasszi-
kus Boltzmann-egyenletekkel? Mikor lehet megfigyelni kvantummechanikai effektusokat, példaul elektron-
elektron interferenciat?

Masfeldl a kaoszkutatok is érdeklédni kezdtek a nanoszerkezetek vezetési jelenségei irant. A kdoszkutatas
a XX. szazadi tudomany egyik fontos és inspirativ teriilete. A rend és a kdosz (rendezetlen) vetélkedése jelen
van mindennapjainkban, a minket koriilolel§ természetes és mesterséges kornyezetben. Klasszikusan egy
rendszert akkor neveziink kaotikusnak, ha az egyébként determinisztikus egyenletek megoldasaként kapott
trajektoridk az idében exponencidlisan tavolodnak egymastol. Méasképpen fogalmazva van a rendszernek
pozitiv Ljapunov-exponense [5]. A kvantumkéosz kutatéi arra a kérdésre keresték a valaszt, hogy létezik-e
kdosz a kvantummechanikaban [6]. Hogyan lehet itt a kdoszt mérni, mikdzben trajektoridkrol nincs is értelme
beszélni? Hogyan nyilvanul meg a kvantummechanikaban az, hogy a rendszer klasszikus megfelelje kaotikus?
A kapott elméleti eredmények kisérleti ellenGrzésére eleinte kevés esély mutatkozott, a kvantumkéosz jeleit
csak elektromagneses térbe helyezett Rydberg-atomok mozgéisanak illetve mikrohullamu iiregrezonatorok
rezgési modusainak tanulmanyozasakor mutattak ki [7]. A mezoszkopikus rendszerek hasznos eszkoznek
bizonyultak a kvantumkaosz kisérleti megfigyelésére is, ezért a nanotechnolégia és a kdoszkutatas egymast

tamogatd, egyiittesen fejléds teriiletté valtak.

1.1.2. Mezoszkopikus rendszerek tipusai

Az egyes rendszereket a jellegzetes hosszusagaik arédnya alapjan osztalyozhatjuk. Makroszkopikus rendszerek-

ben a rendszer L mérete sokkal nagyobb a Ap de-Broglie hullamhossznal (a vezetésben résztvevs elektronok

27h
V2mEr
titkozések kozott megtett ut atlagos hossza) és az L, faziskoherencia-hossznél (az a tavolsag, amelyen az

mozgasi energiajabol A\p = ), a Ao rugalmas szabad uthossznal (a szennyezSkon egymast kovetd

elektron fazisa lényegesen nem valtozik meg). A mikroszkopikus rendszerekben L < Ap, L., teljesiil. A

LAz elnevezés vélhetSleg van Kampentdl szarmazik [1]. Mezoszkopikus kizelitésnek azt az eljarast nevezte, amikor a mik-
roszkopikus egyenletek felirdsa és megoldasa helyett a makroszkopikus egyenletekben a fluktuécitkat véletlen zajjal veszik
figyelembe [2].
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1.1. abra. Példak mezoszkopikus rendszerekre. A kozépss és a jobb oldali 4bran a fehér csik 1 um-nek felel
meg. Az abrékat rendre [9] [10b] illetve [11b] cikkekbdl vettem.

két eset kozott talalhatd az Ggynevezett mezoszkopikus tartoméany, amire az elnevezés — mesos gorogiil ko-
zéps6t, kozepest jelent — is utal. Ezen rendszerek mérete nagyobb a de-Broglie hullamhossznal, de kisebb
a faziskoherencia-hossznél, emiatt a transzport sordn a faziskoherencidbol szarmazé jelenségek megjelené-
sét varjuk. Ilyen rendszerek kisérletileg is elérhetdk, st a félvezetGipar fejlédése révén nagy jelentGséggel
birnak. Kiilonboz6 félvezetGkbdl egymasra rétegeket névesztve tgynevezett heteroszerkezeteket lehet elGal-
litani. Ezekben a félvezets rétegek hataran az elektronok mozgésa merdleges iranyban gatolt lehet, ezért a
hatarrétegben egy kétdimenzios elektrongaz (2DEG) alakulhat ki. Az elektron-fonon illetve elektron-elektron
kolcsonhatésokat atlagtérrel helyettesitve az egész rendszert Bloch-elektronok szabad gazénak tekinthetjiik.
Az irodalom ezeket a kvézirészecskéket is egyszertien elektronként szokta emliteni. Az elsé kisérletekben
alkalmazott GaAs/AlGaAs heteroszerkezetben az elektronok effektiv tomege a szabad elektron nyugalmi t6-
megének 0, 067-szerese, a toltéshordozok stirtiségének tipikus értéke ng ~ 3 x 101! —L5. A kétdimenzi6s elekt-
rongizban az allapotstiriiség a Fermi-energiatol fiiggd allandod, ahonnan ezekben a rendszerekben a de-Broglie
hullamhossz koriilbeliil 40 nm-nek adodik. A faziskoherencia-hossz a kisérletekben (100 mK — 4 K hémérsék-
leteken) elérhette akar a 10 um nagyséagot is, de beszamoltak mar szobah&meérsékleten becsiilt 0, 12 pm-es
faziskoherencia-hosszrol is [8]! Ha a vizsgalt heteroszerkezeten kialakitott rendszer mérete néhany tized mik-
ron és par mikron kozé esik, akkor az elméleti mezoszkopikus tartoményban vagyunk és a faziskoherens
jelenségek szerepe nem lesz elhanyagolhatd. A meéreteket Osszevetve az Intel dltal alkalmazott technologia
adataival lathatjuk, hogy az iparban mar igen kozel jarnak a mezoszkopikus tartomanyhoz.

A mezoszkopikus rendszereket a szennyezés mértéke szerint is csoportokba lehet osztani. Az erdsen
szennyezett rendszerekben a rugalmas szabad uthossz kicsi, ilyenkor a vezet&képességet a szennyezdkon
bekovetkezs iitkdzések szabjak meg. Ezeket diffuaz rendszereknek nevezziik. Ha egy félvezeté doppolasa
10~ *8cm?, akkor a szennyezs atomok atlagos téavolsaga 10 nm, emiatt példaul egy 0, 1 um élt kockdban csak
N = 1000 szennyez6 atom van. A szennyezSk szama a kivalasztott térfogatban v/ N-nel eltérhet az atlagtol,
ami a doppolés 3,3%-anak felel meg. Mivel a vezetés a szennyezkon vald {itkozésektol fiigg, a szennyezsk
strdségének nagy fluktuacidja miatt a vezetés mintardl mintara kiilonb6z6, amit a sokasagatlagolas hidnyénak

neveznek a mezoszkopikus rendszerekben.

A kevéssé szennyezett, tn. ballisztikus rendszerekben a rugalmas szabad tthossz nagyobb a rendszer
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a.) A kisérletben mért ellenallis a kapufesziiltség b.) A vezetGképesség a kapufesziiltség fiiggvényében,
fliggvényében valamint a pont-kontaktus vazlatos raj- a drotok ellenallasanak levonasa utan. A platok a
za. (12,9kQ) ™1 t&bbszéroseinél talalhatok.

1.2. abra. Kvantalt vezetGképesség mezoszkopikus pont-kontaktusban. A pont-kontaktus szélességét a kapu-
fesziiltséggel lehet a mérésekben véltoztatni. Az adbrakat a [12] hivatkozasbdl vettem.

méreténél, ekkor a vezetést a falakon és kontaktuson torténd iitkozések hatarozzédk meg. Egy makroszkopikus
drotdarab vezetGképessége az Ohm-torvény szerint ardnyos a vezets keresztmetszetével (W) és egy anyagra

jellemzg allandoval (o), illetve forditottan aranyos a drot hosszaval (L)

G=co

o=

Ballisztikus mezoszkopikus drétok esetében a kisérletek Gj jelenségeket mutattak, amelyeket az Ohm-torvény
nem irt le helyesen [12,13]. A vezetSképesség a hosszusag csokkenésével nem divergalt, hanem egy M /12, 9k
értékhez tartott, ahol M a drét vastagsagéival aranyos mennyiség. A drét vastagsidganak csokkentésekor
a vezetSképesség is (12,9kQ) ! lépésekben csokkent. Az elgbbi jelenséget kontakt ellenallasnak nevezik,
az utobbi a kvantummechanikai leirasbol a nyitott csatorndk szamanak diszkrét valtozésat jelzi. Mindkét
jelenséget sikeresen magyarazza a Landauer-formula, melyet elGszor Landauer korrelalatlan hétartalyokhoz
kapcsolodo, két kontaktusi, normal rendszerekre irt fel [14]:
2¢2
G = TM T,
ahol e az elemi toltés, h a Planck-allandé, M a nyitott csatorndk szama a drétban és végiil T' az elektronok
atjutasi valészintisége a drot egyik végétsl a masikig. A 2e2/h faktor éppen megegyezik a kisérletekben
tapasztalt (12,9k)~! ugrasokkal. A Landauer-formulét Biittiker altalanositotta tobb hétartaly (terminal)
és terminéalonként tobb be- illetve kimens modus esetére [15]. Baranger és Stone a linearis valaszelmélet
alapjan kiterjesztette a formalizmust magneses térbe helyezett rendszerek esetére is [16].
A faziskoherencia miatt egy sor 1uj és érdekes jelenség lép szinre, mint példaul az univerzalis
vezetGképesség-fluktuécid, az Aharonov-Bohm effektus, vagy éppen a gyenge lokalizaci6. Az 1j jelenségek
jelentSs részét a véletlen matrix elmélet illetve szemiklasszikus kozelitések segitségével sikeriilt megmagya-

razni. A mezoszkopikus fizikarol remek Gsszefoglalokat olvashatunk, melyek koziil Datta [17] illetve Ferry és
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Goodnick [8] elsGsorban a transzport folyamatokra helyezte a hangstlyt, mig Jalabert [18] illetve Richter [19]

a szemiklasszikus kozelités iranyabol nyujt attekintést.

1.1.3. Normal-szupravezetd hibrid rendszerek

A mar emlitett kettGsség jegyében kétféle motivacionk is lehet normal fém és szupravezetd tartoméanyokbol al-
16 mezoszkopikus rendszerek — ezeket nevezziik normél-szupravezets hibrid vagy réviden hibrid rendszereknek
— tanulményozasara. Egyfel6l a nanotechnoldgidban az egyik legf6bb probléma a komplexitas és az eszkoz-
stirtiség novekedésével a keletkezs hé elvezetése. Megoldésként ott is termlszetesen vet&dik fel szupravezetsk
alkalmazasa az aramok disszipaciémentes tovabbitasiara. A mezoszkopikus kisérletekben szokasos alacsony
hémérsékleteken tobb fém (pl. Nb) egyébként is szupravezetve vélik. Masfelsl Beenakker és munkatdrsai azt
talaltak, hogy a normal-szupravezeté hibrid rendszerek energiaszintjei lényegesen eltérnek aszerint, hogy a
normél tartomény klasszikusan integralhat6 vagy kaotikus [20,21]. Eredményeik alapjan eljarast javasoltak
normdl bilidrdok integralhatésagénak eldontésére; a vizsgalandé normél bilidrdot egy szupravezetével kell
érintkezésbe hozni és az igy 1étrej6vs hibrid rendszer — in. Andrejev-bilidrd — energiaszintjeit kell tekinteni.
Ha a normaél rendszer klasszikusan integralhaté, akkor az Andrejev-bilidrd allapotsiiriisége linedrisan indul,
mig a kaotikus esetben egy mini-gap (a ,mini” jelz6 a szupravezetd gaptdl valdo megkiilonboztetésre szolgal)
talalhat6 a Fermi-energian. A tovabbiakban hibrid rendszerekrél lesz sz6, ezért elgszor réviden bemutatom a
szupravezetés jelenségét, majd a faziskoherencia szerepét szupravezetd részeket is tartalmazo mezoszkopikus

rendszerekben.

1.2. Normal-szupravezetd hibrid rendszerek

1.2.1. Szupravezetés

A  szupravezetés”’ és ,szupravezet§’ szavak azon ritka fizikai fogalmak kozé tartoznak, amelyek a laikuso-
kat is képesek lazba hozni. Az érdeklgdés érthetd, hiszen a gazdasagi élet résztvevdinek nagyon csabitdéan
hangzik az ellenallas nélkiili vezetés, a veszteség nélkiili szallitds lehetésége. Ennek ellenére a szupravezetdk!
térhoditasa a vartnal sokkal lassibb, 2003-ban — az utobbi évek jelent&s névekedése mellett is — még csak
2,8 GE a szupravezet$ piac teljes forgalma (Osszehasonlitasul a félvezetSipar egyik jelentGs résztvevdjének
2000-es eladasi bevétele meghaladta a 30 G€-t). SzupravezetSbdl épitett erds magneseket f6ként gyorsitok-
ban illetve a gyogyaszati méagneses rezonancia vizsgalat (MRI) soran alkalmaznak. Kétségkiviil latvanyos
alkalmazas a MAGLEV (magnetic levitation — magneses lebegtetés) vonatok fejlesztése, amelyek surlodas
nélkiil suhanhatnanak a palya felett. Elterjedésiiket — a technikai problémékon til — a nagy méagneses terek
okozta élettani kockazat gatolja. 2001-ben Koppenhagéban probaiizemben kb. 150 ezer haztartas elektromos
aramellatasat vezették at egy 30 meéter (1) hosszu szupravezet§ darabon, ugyanabban az évben az USA-ban
harom darab 400 1ab (= 130 m) hosszisagi magas hémérsékleti szupravezetén 100MW teljesitményt &ra-
mot sikeriilt atvezetni. Ezekbdl is latszik, hogy még messze van a szupravezetdk alkalmazésa tavvezetékként,

viszont tularam kapcsoloként (a kritikus dram felett a szupravezets elveszti az ellendllas nélkiili vezetését,

LA szupravezetéssel illetve szupravezet§ anyagokkal kapcsolatos legtijabb technikai eredmények és gazdasagi adatok példaul
a http://www.supercondoctors.org honlapon és linkjein talalhatok meg.
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1.3. dbra. A gap homérsekletfiiggése a BCS-elméletben. Az dbrat a [32] hivatkozasbol vettem.

és ezaltal nagyon gyors kapcsoloként alkalmazhato) illetve elektromos &ram téaroloként (SMES, egy szup-
ravezet$ gytrtben tarolt energia kis halozati ingadozasoknal rasegitve noveli a rendszer stabilitdsat) mar

megtalalhatoak a korszertd elektromos hal6zatokban.

Torténetileg az elsG szupravezets a higany, melyrél Kamerlingh Onnes 1911-ben fedezte fel, hogy a hélium
forraspontjan (4,2 K) az ellenallasa zérusra csékken [22]. Ezt kdvetGen egy sor anyagrol fedezték fel, hogy
kellGen alacsony hémeérsékleten ellenallasa lecsokken, azonban az extrém kicsi atalakulasi h6mérséklet miatt
ilyen szupravezetSk ipari-kereskedelmi hasznositasa nem gazdasagos. A szupravezetSk torténetében jelentss
attorést jelentett a magas hémeérsékletd szupravezetsk felfedezése 1986-ban. Bednorz és Miiller egy keramia
(YBagCuzO7) mintaban mértek 92 K-es atalakulasi hémérsékletet [23]. Bar ez a h6mérséklet mar a nitrogén
forraspontja feletti, ami lehetGvé tette a szupravezetés bemutatéasat akar egy kozépiskolai oran is (lebegtetés),
a vart gazdasagi attorést ez sem hozta meg; 2003-ban is még csak 50 M€ a piaci részesedésiik, aminek oka
elsGsorban a keramiak meglehetGsen rossz mechanikai tulajdonsagaiban rejlik.

A szupravezetdSk legfontosabb tulajdonsagait (zérus ellenallas, perzisztens aramok, Meissner—Ochsenfeld-
jelenség, kritikus tér, anomaélis fajhs) fenomenologikus elméletekkel le lehet irni [24]. A London testvérek
kétfolyadék-modell alapjan felirt elektrodinamikai egyenletei [25] megmagyarazzék példaul a zérus ellenéllast,
s6t a Meissner—Ochsenfeld-jelenséget [26] is (legalabbis a szupravezetSk egy fajtajara). A Ginzburg-Landau-
elmélet pedig a masodrendii fazisatalakuldsok esetén sikerrel alkalmazott Landau-elméletet igazitotta a szup-
ravezetGkhoz [27]. Ez a leiras a kritikus terek és anomalis fajhék létezését is képes kimutatni. A szupravezetés
mikroszkopikus leirasaban meérfoldkének bizonyult Fréohlich [28] és Bardeen [29] feltételezése, akik az elektron-
fonon kélcsonhatasban keresték a szupravezetés okat. Cooper megmutatta, hogy az elektron-fonon kdleson-
hatés hatéséara a Fermi-gazban elektronok parjaibol kotott allapot johet létre [30]. Ezeket a parokat nevezi az
irodalom Cooper-paroknak. 1957-ben Bardeen, Cooper és Schrieffer a Cooper-parokbél kiindulva kidolgoz-
ték a szupravezetés mikroszkopikus elméletét [31], amelyet a neveik kezdébetti utan BCS-elméletnek szokas
nevezni. A leiras felteszi, hogy a rendszer kizarolag Cooper-parok kondenzatumabol all, térben homogén, a
kolcsonhatas erdssége allando a Fermi-energia kozelében, méshol pedig zérus (Debye-levagéas). A modellbsl
szamolt gap hémérsékletfiiggése kivalo egyezést mutat az elséfaja szupravezetSk kisérleti eredményeivel. Ha

véges kiterjedést mintat (kisérletileg mindig ez a helyzet) vagy kiilonb6z8 tartoméanyokbol felépiils rendszert
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akarunk tanulmanyozni, akkor valamilyen inhomogén rendszerek leirasara alkalmas moédszert kell keresniink.
Az egyik lehet&ség a 2.1 pontban részletes bemutatasra keriil§ Bogoljubov—de Gennes-egyenlet [33,34] fel-
irdsa és megoldasa. Mivel az egyenlet dnkonzisztens megoldasa nagyon bonyolult lehet, ezért inhomogén
szupravezetGk esetében tobbnyire inkdbb a Ginzburg-Landau-egyenletet szoktak alkalmazni [24].

1.2.2. Faziskoherencia szupravezetsk jelenlétében

Az 1990-es években a nanotechnolégia fejlédése lehetévé tette mezoszkopikus méreti, ballisztikus félvezetd
rendszerek és szupravezets tartomanyok Osszekapcsoldsat, ezéltal hibrid rendszerek faziskoherens vezetési
tulajdonsagainak illetve gerjesztési spektruménak vizsgalatat. 1991-ben Petrashov és Antonov [35] illetve
Kastalskij és munkatdrsai [36] szamoltak be el6szor olyan mérésekrsl, amelyben faziskoherens vezetést fi-
gyeltek meg szupravezetG—félvezets kontaktusban. Ezekben a rendszerekben egy elektron (lyuk) koherensen
lyukka (elektronnd) alakul a félvezetG—szupravezetd hatarrétegben. Ezt a jelenséget 1964-ben Andrejev is-
merte fel [37] és retroreflexionak nevezte, kés6bb az irodalomban az Andrejev-reflexi6 elnevezés terjedt el. Az
Andrejev-reflexié hatésat nanoszerkezetek vezetési tulajdonsigaira természetesen mar sokan vizsgaltak. Leg-
alacsonyabb rendben az alagutazasi Hamilton-operator kozelités figyelmen kiviil hagyja az Andrejev-reflexio
szerepét, és azt josolja, hogy az egyenaramu vezetSképesség aranyos az allapotstrtséggel. Késébb meg-
mutattik, hogy egy normél fém—szigetel6—szupravezet§ atmenetben az Andrejev-reflexié miatt jelentds gap
alatti vezetés lehetséges [38-40]. A Blonder, Tinkham és Klapwijk altal kidolgozott — és neveik kezdébeti
utdn BTK elméletként emlegetett — elmélet [39] a vezetSképességben egy csticsot josolt eV ~ A feltételnél
(itt e az elektron toltése, V az eldfeszités és A a szupravezets gap nagysaga) és minimumot V' = 0 zérus
el6feszitésnél. A szigetel6t Dirac-féle deltafiiggvénnyel modellezték, és az erGsségét novelve visszakaptak az
alagutazasos eset eredményeit. A Kastalskij és munkatdrsai dltal ismertetett kisérletben viszont V' = 0 zérus
elofeszitésnél is jelentSs vezetést mértek [36]. A jelenséget zérus el6feszités anomalidnak (ZBA) nevezték
el. Tovabbi kisérletekben is rendre talaltak ZBA-t [41,42], Xiong és munkatdrsai a geometria [43], Bak-
ker és munkatdrsai [44] egy kapufesziiltség valtoztatasaval a ZBA nagysagat szabalyozni tudtak, s6t akar a
BTK hatart is elérhették. Az ezt kovets évek soran tobb csoportnak sikeriilt Andrejev-reflexiot megfigyel-
nie ballisztikus kétdimenzios elektrongazban [10,45,46]. 1994-ben harom csoport jelentette be egymastol
fiiggetleniil, hogy sikeriilt Andrejev-interferométert létrehozniuk [10,47,48]. Az elméleti joslatok szerint az
Andrejev-interferométer vezetSképessége oszcillalo fiiggvénye a két szupravezets faziskiilonbségének [49], amit
a kisérletek igazoltak. Az oszcillaciok amplituddja — szemben a Josephson-aramoknéal tapasztalt exponen-
cialis lecsengéssel — itt a T'/T. norméalt hémérséklet hatvanyfiiggvényével cseng le. Tobb kontaktusa hibrid
rendszerek esetén Allsop és munkatdrsai [50] megmutatték, hogy negativ vezetSképességet lehet mérni, ha a
rendszerben az Andrejev-transzmisszio — egyik kontaktusbol a masik kontaktusba toérténd retroreflexié — a
dominéns folyamat. Den Hartog és munkatdrsainak mérései igazoltak is ezt a feltevést [11].

A kisérletek felsorolasanal nem torekedtem semmilyen szempontbol sem teljességre, csupén érzékeltetni
kivantam, hogy az Andrejev-reflexié mennyire sokféle modon jelentkezhet a transzport folyamatokban. A
kisérleti eredmények bséges Gsszefoglalojat lehet taldlni az [51] hivatkozasban, illetve annak irodalomjegy-
zékében. Az Gsszes elméleti probalkozas felsorolasat meg sem kisérlem, a legfontosabbakrol pedig késébb lesz

sz6 részletesen. Munkénk soran mindig a Bogoljubov—de Gennes-egyenlet megoldasaval vizsgaltuk a normél-
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szupravezetd hibrid rendszerek kiilonb6z6 tulajdonsagait, ezért a 2. fejezetben elGszor ezeket az egyenleteket
mutatom be és oldom meg a legegyszertibb esetekre. A Landauer-formalizmust sikeriilt szupravezetd részeket

is tartalmazé rendszerekre dltalanositani, amir6l b&vebben az 5. fejezet bevezet§jében lesz sz6.

1.3. Spintronika

A tranzisztor 1947-es felfedezéséhez hasonld jelentGséggel bir az érids méagneses ellenallas (GMR) felfede-
zése [52,53]. Béar el6szor csak 1988-ban Baibich és munkatdrsai [54], egy évvel kés6bb Binasch és mun-
katdrsai [55] szdmolnak be ferromagneses tobbréteg mintaban meért érids magneses ellenallasrol, mégis alig
hat évvel kés6bb megjelent az els kereskedelmi alkalmazasa érzékelGkben [56], s6t 1997-ben az IBM altal
piacra dobott 16,8 GB-os merevlemezek olvasofeje mar ezen az elven alapult [57]. Az elmult évtizedben
nyugodtan kijelenthetjiik, hogy 1j tudoményag nétt ki a felfedezésbdl, a spintronika; spin-fiiggs elektronika
(,spintronics”, ,spin transport electronics” vagy ,spin-based electronics”).

Természetesen spin-polarizalt vezetésr6l lehet beszélni minden a) E b)) E

olyan esetben, amikor eltéré a kiilonb6z6 spint allapotok betol-

tottsége a Fermi energian. Ez leggyakrabban ferromagneses fé- — Er

mekben fordul els, ahol a fel- illetve le-spint allapotok stirtisége ‘
kozel egyenld, de energidban el vannak tolédva egymaéashoz képest ‘ ?

(lasd az abrét jobbra). Ez a savok eltérs betoltéséhez vezet, ami ?
mégneses momentum dram forrdsa lehet, vagy a fel- és le-spind

toltéshordozok szamanak vagy mozgékonysiganak eltérését okoz-

hatja. Az adott spint t6ltéshordozok szama szerint megkiilonboz- N(E) N(E)
tetiink az adott ferromagnesben tobbségi és kisebbségi spint. A a.) normdl és b.) ferromagne-
GMR effektusban ellentétes spin beallastu ferroméagneses rétegek- ses anyagok allapotstirtségének
bél allo struktira ellenallasat mérték, és ériasi ellenallast talaltak. sematikus rajza.

A jelenséget az okozza, hogy az egyik rétegben t6bbségi spinhez tartozo toltéshordozok a masik rétegben
kisebbségi spinhez tartoznak, és abban az allapotok hidnya nagyobb ellenéllashoz vezet. Magneses tér alkal-
mazasaval a ferromagneses rétegek parhuzamos allapotba forgathatoak, és akkor az ellenallas lecstkken. Ezt
a tulajdonsagot hasznaljak ki érzékelknél, megfelels rétegekbdl egészen kis magneses terekre érzékeny cella
alakithato ki.

Magétol értetdGen az effektus annal drasztikusabb, minél nagyobb az dramok spin polarizacidja, ezért
intenziv kutatasok folynak erdsen polarizélt ferromégneses (vezets) anyagok elGallitasara. Elméletben a
100%-osan polarizalt ferromagneseket — amelyekben csak tobbségi toltéshordozok vannak — félfémeknek is
szokas nevezni, gyakorlatban az ersen ferromagneses anyagokban (Fe, Ni, Co) és 6tvozeteikben 40-50%-os
a spin polarizacio.

Elektromos eszkozok tervezésében fontos a ferromégneses anyagok polarizaciojanak pontos meghatéro-
zésa. 1998-ban de Jong és Beenakker javaslata [58] nyoméan Soulen és munkatdrsai [59] valamint Upadhyay
és munkatdrsai [60] kiilonb6zs Gtvozetek spin-polarizéciojat meérték ferromégnes (F)—szupravezetd (S) &t-
menetekben az Andrejev reflexi6 lecsokkenésébdl. Ezek a kisérletek iranyitottak az érdeklgdést (ujra) az

FS hibrid rendszerekre. Ezekben a rendszerekben a szupravezet gap mellett egy ijabb energiaskila jelenik
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meg: a kicserélédesi felhasadas a ferroméagnesben, a két jelenség versengését okozva. Eppen emiatt az elsd
elméleti érvelések a proximity-jelenség — normél-szupravezets hatérfeliileten a Cooper-parok behatolhatnak
a normal fémbe és azt enyhén szupravezetévé tehetik — lecsokkenését josoltak. A kisérletek azonban mast
mutattak, Tedrow és Meservey korai munkaja [61] utdn Lawrence és Giordano SFS atmenetben varatlanul
nagy méagneses ellenallasrol szamol be. Giroud és munkatdrsai ferromagneses (Co) gytrt és szupraveze-
t6 (Al) rendszerben, Petrashov és munkatdrsai ferromagneses (Ni) drét és szupravezets (Al) rendszerben
a differencialis vezetSképesség mérésekor tapasztaltak szokatlanul erds proximity-jelenséget a ferromégnes
oldalan [62,63]. Vas’ko és munkatdrsai a ferromagneses rétegben folyé aram hatasara a kritikus aram lecsok-
kenését tapasztalta a szupravezetSben [64]. Wong és munkatdrsai a szupravezetd kritikus hémérsékletében
figyeltek meg oszcillaciokat (Fe/V) tobbrétegekben a ferromagneses réteg vastagsaganak valtoztatasakor [65],
tovabbi kisérletek mas anyagokon hol mutattak oszcillaciokat [66], hol nem [67]. Bourgeois és munkatdrsai
gyengén ferromagneses (Gd) szemcsékkel szennyezett pont kontaktusban az Andrejev-reflexié névekedésé-
rél értekeznek [68]. Aarts és munkatdrsai kimutattak, hogy a feliiletek atlatszosaga csdkken a kicserélGdési

energia novelésével [69].

A kisérletekkel parhuzamosan elméletek roppant tomege is keletkezett. A spin—pélya csatolas figye-
lembevételével egyarant sikeriilt a kritikus hémérséklet oszcillalé és nem oszcillalo viselkedését megmagya-
razni [70]. Zuti¢ és Valls a Bogoljubov—de Gennes-egyenletet spin-polarizalt esetben, nem-tokéletes (F/S)
atmenetre, lépcsdfiiggvény kozelitésben megoldva a feliiletek atlatszosaga miatti ellenallast sikeresen meg-
indokolték [71]. Zareyan és munkatdrsai kvéazi-klasszikus leirasukban az Eilenberger-egyenlet megoldasaval
Andrejev-allapotokat talaltak ferroméagnes filmben [72,73]. A film vastagsagat valtoztatva az allapotstird-
ségben oszcillaciok lathatok [73]. Krawiec és munkatdrsai spin-polarizalt Hartree-Fock-Gorkov egyenletek
onkonzisztens megoldasaval kimutattak, hogy Fulde-Ferrel-Larkin-Ovchinnikov [74] allapotok — véges mo-
mentummal rendelkezd Cooper-parok — jonnek létre (F/S) hibrid rendszerekben. Ezen allapotok helyfiiggs
szupravezet§ rendparaméterre vezetnek. Segitségiikkel leirhatoak a kiilonleges kisérleti eredmények, mint
példaul a szokatlanul erds proximity-jelenség [75] valamint spontan spin-polarizalt aramok megjelenése [76].
Taddei és munkatdrsai rekurziv Green-fiiggvény moédszerrel a savszerkezet figyelembevételével végzett sza-
molésaik eredményeképpen felhivtak a figyelmet a GMR lecsokkenésére [77] szupravezets kontaktus esetén,
amivel korrigalni kell Soulen és munkatdrsai eredményeit is [59]. A teriilet részletesebb Osszefoglalasa meg-
talalhato a [78] hivatkozasban.

Végiil kiemelném a Falci és munkatdrsai altal javasolt geometridt, ami az 1.4 abran lathato; két ellen-
tétesen polarizélt ferromagnes egy szupravezetShoz csatolodik. A legfontosabb folyamatok a rendszerben a
kiilonb6z6 kontaktusokbol szarmazé elektronok egyiittes alagutazasa és Cooper-parra alakulasa a szupraveze-
t6ben. Ezek a folyamatok nem-lokalisak és a csovek tavolsagéaval exponencidlisan cstkkend valdsziniiségiiek.
A rendszer élénk érdeklGdest valtott ki az Osszefonodott allapotok [80] kutatdibol, mivel az eddigi foton
kisérletek mellett Gsszefonodott elektron allapotok megfigyelését teheti lehetGvé [81-83]. A folyamatok ex-
ponencialisan kicsi valoszintisége miatt az aramok is kicsik. A geometria modositasaval illetve magneses tér

alkalmazasaval az effektus amplitidojat nagysigrendekkel sikeriilt megndvelniink.
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1.4. dbra. Falci és munkatdrsai altal vizsgalt rendszerek. A sziirke A, B, (C, D és E) jeli részek a ferromag-
neses fémbdl késziilt drotok. Balra fent lathatd rendszerben az A jeld csére kapcesolt Vy fesziiltség hatasara
az In-val egyezd irdnyi dram lép fel B cs6ben, ezt nevezem nem-lokalis dramnak. Az abrat a [79] cikkbdl
vettem.

1.4. A dolgozat felépitése

A 2. fejezetben ismertetem a Bogoljubov—de Gennes-egyenleteket, valamint azok megoldasat a legegysze-
riibb esetekben. Az ezt kovets harom fejezetben sajat eredményeket mutatok be, amelyeket négy cikkben
tettiink kozzé. A 3. fejezetben NS hibrid rendszerek palyahossz-eloszlasat tanulményozom. Diffaziv szoré-
centrumot tartalmazé rendszer esetén negativ hosszuségoknél is talaltunk cstucsokat, amelyeket a klasszikus
palydknak tudtunk megfeleltetni. A fejezet eredményeit a [84] publikicioban kozoltiik. A 4. fejezetben
Andrejev-biliardok energiaszintjeit hataroztam meg a szupravezet§ gap alatti tartoményban. Mar a leg-
egyszeriibb doboz illetve korong geometridk esetén is szingularitasok sorat talaljuk az &allapotsiirtiségben.
A Bohr-Sommerfeld kozelités segitségével megmutatom ezen szingularitiasok eredetét. Ehhez a fejezethez
két publikacio kapcsolodik [85,86]. Az 5. fejezetben bemutatom hogyan lehet a Falci és munkatdrsai altal
felfedezett nem-lokalis &ramokat a geometria tokéletesitésével illetve mégneses tér alkalmazasival maxima-
lizalni. Az eredmények egy részét a [87] hivatkozasban ismertettiik. Végiil a Fiiggelékekben bemutatom a
visszatérési valosziniiség kiszamolasanak geometriai modszerét (A.), a Green-fiiggvény kiszamitasat racson

(B.), illetve a szorasi matrix amplitadok és a Green-fliggvény kapcsolatat (C.).
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Inhomogén szupravezetsk leirasanak egyik lehetséges modja a Bogoljubov—de Gennes egyenletek — ezentil
roviden BdG-egyenletek — felirdsa és megoldésa. A BdG-egyenletekkel tetszéleges inhomogén elektrongéz
leirhato kiils6 potencial jelenlétében. A kiils6 potencidl segitségével szennyezdket illetve hatéarfeliileteket
(falakat) modellezhetiink a rendszerben. Az egyenletekben a méagneses tér szerepe is figyelembe vehetd
a szokasos Peierls-helyettesitéssel [88]. A BdG-egyenlet lényegében a Hartree-Fock-kozelités alkalmazasa
szupravezetSk esetében. A 2.1 alfejezetben de Gennes targyalasat [34] kdvetve bevezetem a BdG-egyenleteket.
A 2.2 alfejezetben a legegyszeriibb (homogén) megoldast ismertetem. Ezt kovetGen a 2.3 pontban kiszamolom
az Andrejev-reflexiot BTK-kozelitésben egy normél-szupravezetd hatarfeliilleten. A kapott eredményeket
felhasznalva a 2.4 pontban felirom a részecske- és toltésdramok megmaradaséat leird egyenleteket. Végiil

a 2.5 alfejezetben a BTK-kozelités alkalmazhatosagat vizsgalom meg.

2.1. A Bogoljubov—-de Gennes-egyenlet

Ebben az alfejezetben de Gennes targyalasat [34] kovetve bevezetem a BdG-egyenleteket. Irjuk fel a
Hamilton-operétort a kovetkez6 médon definilt téroperdtorok segitségével:

Ul(ra) = Z e_ik'rafm illetve Y(ra) = Z eik'rakm (2.1)
k k

ahol alta (axa) a szokasos kelt6 (eltiintetd) operator a k hulldmszamu és o =1 vagy « =l spin beallast
allapotban! A léptets operatorokra vonatkozo antikommutétor relaciok miatt a téroperatorokra is antikom-

mutator relaciok teljesiilnek:

{Ul(ra), ¥1(x'8)} = {¥(ra), ¥(x'B)} =0 (2.2a)
{Q/T(ra), W(r'B)} = dapd(r —1). (2.2b)

A részecskeszam-operatort pedig a

N=> al o= / dr¥f (ra)¥(ra) (2.3)
ko @

kifejezés hatarozza meg. A Hamilton-operator a Hg egyrészecskés Hamilton-operator és a H; kolcsonhatasi

tag Osszegeként irhaté fel, a fenti jelolésekkel:

H="Ho+ H: (2.4)
Ho=)_ / dr¥f(ra)H ¥ (ra) (2.5)
Hi = ,g > / dr¥f (ra) U (x8) ¥ () ¥ (ra) (2.6)

af

(p - e-A(r)’

- F
o + Up(r) F
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ahol m az elektronok effektiv tomege, e az elemi toltés, Fr a Fermi-energia az elektrongiz rendszerben,

valamint feltettiik, hogy
e az Uy(r) kiils6 tér hatédsa spin-fliggetlen,
e a vezetési elektronok spinje nem csatolodik az A(r) vektorpotenciallal leirt magneses térhez, és

e az elektron-elektron kolcsonhatéas spin-fiiggetlen és pontszert, tehat egyetlen V' egyiitthatéval jellemez-
hets. A d-kdlesonhatas miatt szokasos regularizaciot — levagéas hwp Debye-energian — kell majd késébb

alkalmazni.

Az elektron-elektron kolcsonhatésban a VU TWIWW kétrészecske kolesonhatést atlagtér-kozelitéssel vessziik
figyelembe, igy egy részecske a tobbivel vald kolcsonhatasbol egy ereds atlagos teret érez. A rendszer a

kovetkezo effektiv Hamilton-operatorral kozelithet6:

Hor = [ ar{ 32 [0 (re) . (¥ () + U)W (ra)0(re)] +

[e3

FA@)T (@ DT (e 1) + A () T(r )T (r T)}, (2.8)

ahol U(r) és A(r) egyeldre tetszGleges, ismeretlen potencialok, amiket 6nkonzisztensen hatarozunk majd
meg. Az U-val ardnyos tag nem valtoztatja, a A-t tartalmazé tag kettével noveli, mig a A*-os tag kettGvel
csokkenti a részecskeszamot. Az utdbbi két tag miatt Heg sajatfiiggényei az N részecskeszam-operatornak
nem sajatfiiggvényei. A U(r 1)¥(r 1) és hasonlo tagok az antikommutator relaciok miatt tiinnek el. Diago-

nalizaljuk Heg-et a kovetkezs unitér transzforméacioval:

U 1) =" (urun®) = i)
" (2.9)
V(1) = 3 (Yostn(r) + i (1))

n

ahol az G Ynq €s v}, operdtorok is fermionokat irnak le, ezért antikommutéalnak: {Y,a, Yms} = {Via ’an st =

0 illetve {7, ., ¥ms} = 6nm Sap. A megoldésoknak teljesiteniiik kell az ortogonalitési és teljességi relaciokat

is, azaz
[ 5w e) 05, (00 (6)) = B (2.100)
/dr (m, (£)tn (1) — U (r)vn(r)) =0 (2.10Db)
S (0 (1) un () + 5 ()0 (1)) = O(x — 1) (2.10¢)

3 (W (0)oa(x') — va(x)ul (x') = 0. (2.10d)
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A jol megvalasztott (2.9) transzformécio diagonalizalja a (2.8) effektiv Hamilton-operatort, azaz:

Hcﬁ = EO + Z En"y;rmfynaa (211)
ahonnan
[Heffa ’ijé] = Enpijt illetve [Heﬂa ’Yna] = —€nYna- (212)

A [V, Heq] tipusi kommutatorokat kiszamolhatjuk Heg (2.8) definiciojabol a (2.2) antikommutator relaciok

felhasznéalaséaval:

[U(r 1), Het] = (Ho(r) + U(r)) U(r 1) + A(r)T(r 1) (2.13)
[U(r 1), Het] = (Ho(r) + U(r)) U(r 1) — A(r)T(r 1). (2.14)

végezve el, algebrai atalakitdsok utdn a két oldalon a -, illetve ’yl , tagok egyiitthatoéi szerint rendezve a

kovetkez6 egyenletek kaphatok:

entin(r) = (He(r) + U(r)) un(r) + A(r)vn(r)

: (2.15)
€nn(r) = — (He(r) + U(r))" vn(r) + A"(r)ua(r),

U U U
amit ugy is felfoghatunk, hogy az e ( ) =H ( ) sajatértékprobléma e, sajatértéki ( n) sajatvektorat
v v Up,

keressiik a (2.10) normalassal. A sajatértékproblémét teljesen kiirva:

cu(r) = (He(r) + U(r)) u(r) + A(r)o(r)

(2.16)
ev(r) = — (He(r) + U(r))" v(r) + A" (r)u(r).
Megjegyzések:

o H. = HZ csak zérus magneses tér esetén teljesiil,

~ u
e H operétor hermitikus a (2.10a-b) skalarszorzattal, ezért az ( > sajatvektorok ortogonalisak,
= v

: u . —v*) . ) cl s
e minden ( ) sajatvektorra ( . ) is megoldéas, —e sajatenergiaval.
v U

A (2.16) egyenleteket szokas Bogoljubov-de Gennes-egyenletnek (BdG-egyenlet) nevezni.
Mindeddig az U(r) és A(r) potencidlok megvélasztasarol nem beszéltiink. Ezeket a potencidlokat ugy
kell meghatarozni, hogy a H.g diagonalizalasaval kapott allapotok (Heg|®) = Es|P)) a szabadenergiat

minimalizaljak. A szabadenergia definicié szerint

F=(H)-TS, (2.17)
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ahol T' a hémérséklet, S az entropia és a szokasos 8 = (KT)~! jeloléssel

_ Ca(BIH|®) exp(—AEs)

H) = s exp(—fEw)

(2.18)

Hes és H téroperatorral kifejezett alakjait, akkor a két esetben elvégzett varidcidkat 6sszevetve a potencidlok-
ra kapunk feltételt. Az utébbi esetben a Wick-tétel segitségével a négy téroperator szorzatdnak atlagolasat
az Osszes lehetséges parositasra felirt két-két téroperatort tartalmazoé atlagok szorzatanak Osszegeként lehet

elvégezni:
(U)W (2)P(3)¥(4)) = (T (1)T(4)(T1(2)P(3)) — (T (1)W(3))(T(2)T(4)) + (TT(1)TT(2))(T(3)T(4)),

(2.19)

amit felhasznélva a variacio:

OF = / dr{ > 65Ul (ra)He U (ra)) — V> (Ul (ra)¥(ra))s(¥f (rp)¥(rp))+

af
+ VY (Ul (ra)¥(ra))d(TT (ra) T (ra)) — V (T )T (r 1))6(T(r )E(r 1)) + k.k.) } —T6S, (2.20)

ahol a harmadik tagban elhagytuk az &tlagolaskor zérust ad6 (¥'(ra)¥(r-a)) = 0 tipusi kifejezéséket. A

OF = /dr{ > (Wi (ra) [He + U(r)] ¥(ra)) + (A*(r)6(¥(r )U(r 1)) + k.k.) } ~T§8S. (2.21)
A két variacio Osszevetésébdl a potencidlokra az alabbi feltétel adodik:
Ur) = -V{TT(r 1)¥(r 1)) = V(T (r 1)T(r 1)) (2.22)
(ez a szokasos Hartree-kozelitéssel megegyezo tag) illetve:
Alr) ==V (¥(r 1)T(r 1)) = V{(¥(r 1)¥(r 1)), (2.23)

ahol A(r)-et szupravezet§ parpotencidlnak szokis nevezni. A téroperatorokat (2.9) szerint 7,,-kal kifejezve

az atlagolast a vy,,-kra lehet elvégezni a

(W o Ama) = Onmbapfn  illetve (YnaYma) =0 (2.24)

szabalyok szerint, ahol f,, = (exp(Ben) + 1) '. A potencidlokra igy w,, vy, és f,, kifejezésekkel az Snkonzisz-
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tencia feltételek a kovetkezSképpen néznek ki:
Ur) ==V Y [lun(@)]*fo + on(®)*(1 = fn)] (2.25a)

Alr) =V Y o (r)un(r)(1 = 2f,). (2.25h)

Ezek szerint az onkonzisztens eljaras a kovetkezd; kiindulunk valamilyen potencidlokbél, diagonalizaljuk a
hozzajuk rendelt effektiv Hamilton-operator sajatértékprobléméajat, majd abbol a (2.25) feltételekkel kisza-
moljuk a potencidlok 1) értékét. Ezt a két lépést elvileg addig kell ismételgetni, ameddig a potencialok
mér nem modosulnak az egymast kovets 1épések sordn. Gyakorlatilag gyakran alkalmazzak az ugynevezett
lépcséfiiggvény kozelitést, amikor a parpotencilrél felteszik, hogy szupravezetSkben allandé véges érték, nor-
mal fémekben pedig azonosan zérus. Ennek a kozelitésnek a mikéntjét fogom révidesen megmutatni, amihez
el6szor egy homogén végtelen szupravezetd hullamfiiggvényét szamolom ki a Bogoljubov—de Gennes-egyenlet

alkalmazasaval.

2.2. Homogén szupravezets

Az eddigiekben ismertetett modszer szemléltetésére tekintsiik a végtelen homogén szupravezets esetét! A

szilardtestfizikiban szokasos modon tekintsiink egy d-dimenzids, L¢ térfogatii, homogén dobozt periodikus

hatérfeltétellel. Legyen H, = p?/2m — Er az egyrészecskés Hamilton-operator, ahol D; = %a%j a szokéasos
impulzusoperator, m az elektron effektiv tomege, Fr a vezetési elektronok Fermi-energidja a rendszerben!
Tegyiik fel, hogy az U(r) potencial azonosan zérus, mig a A(r) parpotencial egy komplex allandé A = Age®.

Ezeket felhasznélva a (2.16) BdG-egyenlet a kovetkez6képpen alakul:

~ g2 Ry A u(®)) _  (ul)

Keressiik az elemi gerjesztéseket haladé sikhullimok forméajaban, azaz u(r) = uge’ ™ illetve v(r) = vpe'®*,

h? 7.2

P2 g A ‘

2m T L Uk ) gike g, (2.27)
A* —2k*+ FEp —¢ Vg

2m

amibdl rendezés utén:

Ennek az egyenletnek akkor van nem-trivilis megoldasa, ha a bal oldalon 4ll6 méatrix determinénsa zérus:
e —& — AP =0, (2.28)

ahol bevezettem a & = %kz — EF jelolést. Egy adott k-hoz két energiasajatérték tartozik, az &altaldnos

megjegyzésekben talaltaknak megfelelGen, egyforma abszolutértékiek, de ellentétes elGjeltdek:

e12(k) = /&2 + |A. (2.29)
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(k)

Am '
A0 ]
\ a ’ 0.8
N4 - N4 0.6
Sk = [y 041
i, y ]
AN ; . ]
/ \ \ 02
38, ]

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

N e / 0 02 04 06 08T/ 1

a.) Diszperzios relacio. b.) A (2.39) konzisztencia feltétel meg-

oldésa.

2.1. abra. A Bogoljubov—de Gennes-egyenlet megoldasa homogén rendszerekben

Az energiasajatértékeket a k hullamszam fiiggvényében abrazolva kapjuk meg a 2.1 dbrén vazolt diszperzids
relaciot. Az abran is lathatd, hogy nincsen valds k-hoz tartozé megoldas az € < Ap energidkon, ebben
az értelemben A gapként viselkedik. Az egyes megoldasokhoz tartozo csoportsebesség a diszperzios relacio

hullamszam szerinti derivalasaval meghatarozhato:

190E(k hk S
Ves = ﬁ% = iE - 22’" - ) (2.30)
N SN

A csoportsebesség és a hullamszam iranya szerint megkiilonboztetiink kétféle kvazirészecskét: a parhuzamos

helyzetben elektronszerti—, az ellenkez6 beallasban lyukszeri gerjesztésekrsl beszéliink.

Térjiink vissza a sajatértékprobléma megoldisahoz! A nyilvanvalé szimmetria miatt elegendé csak az

e > 0 pozitiv sajatértékekhez tartozo sajatvektorokat meghatarozni. A (2.27) egyenletbdl csak wy /vy, ardny
hatarozhat6 meg:

uw_ A (2.31)

v €—&

ahol az |uy|? és |vg|? értékeket a (2.10a) ortogonalitési reldcié rogziti:

1= [ (o) + o)) = 2 (s + o) = L (1 " <5m—|>> |

ahonnan

1 €k 1 &k
2_ Y (1_Sk : 2t Sk
|vg| =3 d(l 6) és [ug| =3 d(l—i— e), (2.32)
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de még mindig marad a hullamfiiggvény fazisanak szabadsiaga, amit rogzithetiink dgy is, hogy vy legyen

valos:

1 1
VE = 2Ld (]_ 5:) és up = A 2Ld (6 — fk) (233)

Az igy meghatarozott uy, vg-kat behelyettesitve a konzisztencia feltételekbe:
r) = *VZ {lu(@)fi + Jo(x)[* (1 = fr) } (2.34)
=V Z v (1—2fz). (2.35)

Eltoléas invarians rendszerben sem U(r) sem A(r) nem fiigg a helytdl, ezért:

U=-VY {lurfi + oal (1= fi)} (2.36)
k
A=V viup(l—2f) = Ldz 1_2f’“ (2.37)
k

Az (1 — 2fy) azonos atalakitasokkal:

2 ePel2 — g=Pe/? Be B
_ —1_ _ _ _ P2 2
1-2fr=1 eﬁe+1*€/35/2+€—55/2*tanh2 7tanh2 &+ A

alakra hozhatd, amit felhasznalva az alabbi eredmény adodik:

v 3 tanh 5 /€7 + [A2
L4 2VE AP

(2.38)

ahol, ha a k szerinti Gsszegzést £ szerinti integralasra cseréljiik, akkor a prefaktorokban éppen a normal fém

allapotstirisége (p(E) = 27 >, 6(€ — &) jelenik meg:

tanh 2,/€2 + [A]2

2/ F AP

Ez az utolso egyenlet megegyezik a gap hémérsékletfiiggésére a BCS-elméletbdl jol ismert eredménnyel [24].

| = Vp(Er) / de (2.39)

Az energia szerinti integral a §-kolcsonhatis miatt divergal, ezért a iwp Debye-levigassal kell végessé tenni.
A 2.1 abran a gap hoémérsekletfiiggésének jellegzetes alakja figyelheté meg (vo. az 1.3 dbréaval). A (2.36)
egyenletbdl altaldban egy véges (térben &allando) értéket kapunk az U(r) potenciélra, ami (2.16) illetve (2.7)
egyenletekbdl lathatéan csak egy eltolast jelent a tényleges Fermi-energidhoz képest. A dolgozat tovabbi
részében csak zérus hémérsékleten szamolt eredményeket kozlok, és a kévetkezs fejezetben targyalt modszer

szerint az Onkonzisztencia feltételek teljesitése helyett 1épcséfiiggvény kozelitésben hatdrozom meg normél—-



2.3. ANDREJEV-VISSZAVERODES 19

szupravezetd rendszerek energiaspektrumat illetve transzport egyiitthatoit.

2.3. Andrejev-visszaverddés

Ebben az alfejezetben a legegyszeriibb inhomogén szupravezets rendszert tanulméanyozom: a szorodést egy
két iranyban eltolas invarians (kvéazi egydimenzios) normal-szupravezets hatéarfeliileten. A kvantummechani-
kéban szokott moédon mindkét tartoméanyban felirom a hullamfiiggvény altalanos alakjat, és a hatarnal illesz-
tem Gket. Mivel szorasi jelenséget figyelek meg, a normal tartomanyban egy bemend sikhullamot feltételezek,
és a visszavert illetve athaladé sikhullamok amplitidojat hatarozom meg. A transzverzalis irdnyokban sze-
paralodik a hulldmegyenlet, amit megoldva a V2™ (r ) = — (kT)2 x™(r, ) transzverzalis hullamfiiggvények
(és hullamszamok) megkaphatok. A hullamfiiggvények a transzverzalis hullamfiiggvényekkel kifejthetk. A
jelolések egyszertiségének érdekében elhagyom a transzverzalis modusok indexelését. A teljes (két- vagy ha-
romdimenzios) megoldés felirdsahoz a kovetkezSkben ismertetendSkhez képest csak annyit kell modositani,

hogy példaul a (2.44)-ben minden m transzverzalis modus esetében le kell vonni a transzverzélis hullam-

m

2
szamot: qﬁ”i = kpy/1— (’Z;) =+ in, mig példaul a (2.46) altalanos megoldasban Gsszegezni kell az Gsszes

lehetséges m transzverzalis modusra. Az 7 konkrét alakjat 1lasd a (2.43) egyenlet feletti szévegben.

A rendszer elvileg felfoghaté egy inhomogén szupravezetéként, ahol a parpotencidl az alabbi médon
valtozik:
A(z) = AB(2) = Age'*O(2), (2.40)

itt ©(z) a Heaviside-lépcsofiiggvény (értéke egységnyi, ha argumentuma nagyobb zérusnéal, egyébként zérus).
A BdG-egyenletet erre az esetre megoldva helyfiiggs (u(r), v(r)) péarokat kapnénk, amit az énkonzisztencia
feltételbe behelyettesitve médositanunk kellene a parpotencidlra tett kiindulé feltevésiinket, majd ujra ki-
szamolni az (u(r),v(r)) part. Az eljarast addig kellene folytatni, mig u(r), v(r), A(r) és U(r) konvergal.
Ehelyett Blonder és munkatdrsai felvetését [39] kbvetve veszem a két tartomanyban kiilon-kiilon érvényes al-
taldnos megoldast allandé véges illetve zérus parpotencial mellett, és a hatarnal a hullamfiiggvényeket illetve
derivaltjukatt illesztem. Az igy kapott un. BTK-kozelités és az onkonzisztens szamoléds kozotti eltérésrsl
a 2.5 alfejezetben bévebben lesz sz6. Elvileg kezelhet$ a probléma akkor is, ha a két tartomanyban nem
egyezik meg az effektiv tomeg (m™) # m(%) és a Fermi-energia (EI(;N) * EI(;S)), illetve a hataron egy gatpo-
tenciélt is figyelembe lehet venni (V' = Ad(z)). Most ettdl tekintsiink el, és vizsgaljuk meg a legegyszertibb
esetet! A (2.27) egyenlet szerint homogén szupravezetében a BdG-egyenlet megoldésait sikhullam alakban
kereshetjiik:

u(z) = ukeikz és w(z) = vkeikz, (2.41)
ahol a tovabbiakban ug-ban és vi-ban elhagyom a k-fiiggést, megkiilonboztetésiil — ha sziikséges — a z-fliggést
fogom jelezni. Léattuk, hogy homogén esetben a BdG-egyenletbdl az energia-sajatértékekre a kovetkezd

feltétel tejesiil:

12 ?
(kaz — EF) = — A(2)?, (2.42a)
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mig a sajatvektorokra:

u A(z)
5_6—(%k2—EF). (2.42b)

Ezeket az eredményeket felhasznalva elGszor a szupravezetében (z > 0) irom fel a hullamfiiggvényt. Erdemes

kétfelé valasztani a felirdst aszerint, hogy a gapnél kisebb vagy nagyobb energiat tekintiink.

2—6 . .
1. e < Ay, gap alatti eset. Vezessiik be az n = AE”F : Uj paramétert, amit felhasznalva a (2.42a) egyenlet
a kovetkezs alakot Olti: 2
o (¢° — k) = LinEp. (2.43)

Most szérast akarunk vizsgalni, tehéat rogzitett e-nal kell a lehetséges k hullamszamokat kifejezni:

Qe/h = k‘F\/ 1+ i??, (244)

ahol az e index a + elGjelhez tartozik, és elektronszerd allapotot jel6l, mig a h index a — elGjellel olvasando
ki, és lyukszerd allapotnak felel meg. Az elnevezések okarol majd a gapnél nagyobb energidk (és a normal
fém) leirasanal b6vebben lesz sz6. A sajatvektorokat is kényelmesebb alakba hozhatjuk:

1D . 2 2
u Age? et i/Az— €2 . ; c e
0 0 61@ 6imrc cos x5 ol

—_ = e e (b: e s
U eFiy/AL - € Ao Te/h

(2.45)

alul-feliil a nevezs komplex konjugaltjaval beszorozva, a tort nevezsjét valossa tettiik. A harmadik lépéshez

ideiglenesen bevezetve a-t a cosa = <x- modon, lathaté, hogy sina = V1 —cos?a = ¥—3—, amiknek
0 0
+ia

a segitségével észrevehets, hogy a kifejezésiink a ketts Osszege, végiil felhasznélva a cosa +isina = e

Osszefliggéseket kapjuk az u/v ardny legutolso alakjat. Ebbdl a felirasbol azonnal latszik, hogy w/v aranya

U
egységnyi abszolutértékid szam, valamint, ha ( 0) az egyik sajatvektorunk, akkor a maésik sajatvektor
Vo

Ug
megoldast:

U (z) = pot <u0> elde? 4 po~ (“(J) e iGe? 4 phot <UO> eln% 4 = (U‘)) el (2.46)
Vo Vo () U

ahol azért van négy tagunk, mert két (u,v) megoldast talaltunk, és a (2.42a) egyenletbsl lathatoan k és

. U
e2i® ( 0). Ezeket a jeloléseket felhasznélva felirhatjuk a szupravezetében a gap alatt érvényes altalanos

—k egyszerre megoldasok. Az utolsé két tagban az e*?® fazist bevontam a b™* egyiitthatokba. Mivel a
qesn hulldmszémoknak képzetes része is van, az e9e/n z exponensek nagysiga helyfiiges. Emiatt figyelni
kell arra, hogy a hullamfliggvény a végtelenben se divergéljon. A hullamszam (2.44) kifejezésébdl lathato,
hogy Im ¢, > 0. Emiatt a z — oo hatéresetben az e %9** exponens felcsengd, ezért a b~ egyiitthaté csak

zérus lehet. Teljesen hasonléan Im g, < 0 miatt lim, o €'9** = oo, amiért a b =0 megszoritast kell az
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egyiitthatora tenni.

Essen ehelyiitt par sz6 a hullamfiiggvények normalasarol (illetve annak elmaradasarol). A homogén eset-
ben kotott allapotokat kerestiink, és a normalast véges tartomanyban periodikus hatarfeltétel mellett a (2.10)
egyenleteknek megfelelGen végeztiik el. A szorasi probléma esetén gy kell normalni, hogy a bejovs sikhullam
altal szallitott részecske— és toltésdram megmaradjon; szokdsosan a bejovs sikhullam amplituddja egységnyi,
a tobbi sikhullam amplituddi a szorasi matrix megfelels elemei. Ha csak az energia-sajatértékeket akarjuk
meghatarozni (mint a dolgozat 3. és 4. fejezeteiben), akkor egyaltalan nem sziikséges a hullamfliggvényt

normélnunk. Ilyenkor egy kényelmes lehetGség a v = 1 valasztas, ugyanis ekkor az altalanos megoldas az

alabbi alakot 6lti:
O (2) = pet <7> elde? | phi— (7"> e~ ianz (2.47)
1 1

Ennek a valasztasnak elénye, hogy az u-k és v-k nem keverednek Ossze egymaéssal, hanem csak egy 7.5
jelenik meg a kifejezésekben.

2. A teljesség kedvéért tekintsiik at a gap feletti energidkon (¢ > Ag) lehetséges allapotokat is! Ehhez

\/ez—Ag

most vezessiik be a K = ¥—7—" valtozot, aminek segitségével a (2.42a) egyenlet ezuttal

h2

o (K — k) = 4k (2.48)

alaku lesz. Szorasi probléméaban az energia rogzitett, a lehetséges hullamszamokat a
ke = kpv1Ek (2.49)

kifejezés adja. Mig a sajatvektorok komponenseire:

i® 2 A2 .
4 Boe _cEve A9 ¢'® = gTATCh x5 i@ (2.50)
v eF/e2 - A2 AW
Osszefiiggés teljesiil, ahol az utolsé 1épésben a-t ugy vezettiikk be, hogy cha = ALO, ahonnan igy sha =

/e2 _ A2
vch2a—1= EAU 2o adodik, amiket felhasznalva a kifejezésiink ismét a ketts Gsszege, amit a cha+sha =

et® azonossagok segitségével irunk &t. Ebbd] a felirasbol latszik, hogy ha <u0

) az egyik sajatvektorunk,
Vo

*

akkor a masik sajatvektor <UZ> . Ezeket a jeloléseket felhasznélva felirhatjuk a szupravezet&ben a gap felett
Ug
érvényes altalanos megoldast:

\I,(S)(z):ce,+ o eikez+ce,— o e—ikez+ch,+ UZ eikhz—i—ch’_ ’U(i e—i]{}hZ (2_51)
Vo Vo Ug Uo

Ha a z < 0 tartomanyban normal fémet szeretnénk leirni, akkor a gap feletti megoldas alakban a A =

0 hatéresetet kell tekinteni. Ekkor a (2.27) BdG-egyenlet szétcsatolodik w-ban és v-ben, vagy masképp
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1 0
fogalmazva a sajatvektorok (O) illetve <1> lesznek. A hulldmszamra vonatkozé (2.49) kifejezés:

ke/h = kp\/liE/Epy (252)

az &ltalanos megoldas pedig:

\I/(N)(z) — ce,+ <(1)> e’ik’ez +ce,— (é) e—ikez +Ch,+ (?) eikhz —I—Ch’_ <(1)> e—’ik‘hz_ (2_53)

Ha kiszamoljuk az egyes tagokra a csoportsebességeket a (2.30) kifejezésnek megfelelGen, akkor azt talaljuk,
hogy az els6 két tag csoportsebességének elGjele megegyezik k elGjelével, azaz rendre jobbra illetve balra
haladé elektronszeri gerjesztéseket irnak le. A mésodik két tagnal a csoportsebesség ellentétes k-val, azaz
ezek a tagok rendre balra illetve jobbra haladé lyukszeri gerjesztéseket irnak le. Ebbdl az elGjel-konvencioboél
szarmazik a kordbban a gap alatti esetben emlitett elektronszert illetve lyukszertd elnevezés, bar ott csoport-
sebességrél nincs értelme beszélni. Mivel a normél tartomanyban bejovs elektronok szérédésat szeretnénk
vizsgalni, a c¢®T egyiitthatot egységnek, a ¢~ -t pedig zérusnak vélasztjuk. A hullamfiiggvény altalanos

alakja igy a normal tartoményban:

1\ 0\ ; 1 ;
TN () = <0> etkez 4 g <1> etknz 4 p <0> ¢~ tkez (2.54a)

O (2) =¢ <u0> ele? 4 g <v0> e~ n%, (2.54b)

illetve a szupravezetGben

Vo Uo

A hullamfiiggvény a z = 0 pontbeli folytonossagabol, illetve a derivéiltak illesztésébdl az elektron— illetve

lyukszerd allapotokra egyarant két-két egyenlet adodik:

2.55b
tke(1 —b) = igeupc — iqnvod (2.55¢

14+ b= ugc+ vod (2.55a)

a = voc + uod ( )
)
ikpa = iqovoc — iqpuod, (2.55d)

ami négy egyenlet a négy ismeretlen egyiitthatora, a-ra, b-re, c-ra és d-re, tehat altalaban megoldhat6. Ha
feltessziik, hogy A < EFg, akkor érvényes az Andrejev-kozelités [37], amely szerint k. = kp, =~ ¢. =~ ¢, = kp,
amennyiben ezek nem az exponensekben szerepelnek. A fenti négy egyenlet megoldéasa ebben az esetben

rendkiviili médon leegyszertisodik, az eredmény:

b=d=0 , a=— é c=—. (2.56)
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A kapott eredmények azt mondjak, hogy nincsen visszavert elektron a normal tartoméanyban (b = 0), azaz a
normél reflexié (elektron bejon, elektron visszaver&dik) zérus. Van viszont visszavert lyuk éallapot (a # 0),
azaz az Andrejev-reflexié véges (bejovs elektron lyukka alakul és ugy verddik vissza). A szupravezet&ben
érdekesebb a helyzet, hiszen a hagyomanyos értelemben nincsenek tiszta lyuk vagy elektron allapotok, de
a korabbi elnevezések szerint d = 0 azt jelenti, hogy nincsen lyukszerd allapot a szupravezet&ben, azaz az
Andrejev-transzmisszié (a bejové elektron lyukszerii kvazirészecskévé alakul at, és ugy hatol be a szuprave-
zetGbe) zérus, mig ¢ # 0 miatt véges a normal transzmisszio (elektron elektronszerti allapotban halad tovabb
a szupravezet&ben).

Behelyettesitve a (2.56) egyiitthatokat a hullamfiiggvények (2.54) kiindulé alakjaba meghatarozhatjuk a

N (z) = (;CEE;) WO (2) = (;g) , (2.57)

rendszer hullamfiiggvényét:

ahol
f(N) — eikez f(s) — eiQez
Ny _ Yo ikpz g® = Y0 gigez, (2.58)
Uo uo

Erdemes két vagy tobb dimenziéban meggondolni a reflektalodast egy hatarfeliileten. A normal reflexio

KT gilchullammal jellemezhet§ részecske hullamszamanak feliiletre meréleges komponense

/
\/
N

2.2. dbra. Normaél- és Andrejev-reflexi6 kétdimenziés normal-szupravezets hatarfeliileten. A bej6vs elektron
(pirossal) vagy elektronként normélisan verddik vissza (pirossal), vagy lyukként retroreflexiot szenved el
(kékkel) a hataron. A visszavert sugar eltolasara csak az abra &ttekinthetGsége érdekében volt sziikség,
val6jaban pontszeri visszaver6désrél van szo.

sorén, egy bejove e

elGjelet valt, mig a parhuzamos komponensek véaltozatlanok. Ez arra vezet, hogy a részecske a feliiletrdl
a beesési sikban, a beesési merdlegesre tiikrozott irdanyban (azonos szog alatt) verédik vissza. Andrejev
reflexio esetén — a (2.54a) kifejezésbdl is lathatéan — a hullamszam merdleges komponense nem valt elGjelet,
s6t csak csekély meértékben valtozik (Andrejev kozelitésben egyaltalan nem is valtozik), azaz a hullimszam a
visszaverddés utan nagyjabol megegyezik a bejovs hullamszammal. Viszont a részecske csoportsebessége most
a hullamszammal ellentétes elGjeltivé valik, azaz ugyanaz a hullimszam most éppen ellentétes irdnyban haladé
sikhullamot ir le, tehat a 2.2 4bran lathaté modon a részecske az eredeti beesési iranyban verddik vissza. Ez

az ujfajta visszaverddés egy sor 1j jelenséget hozott NS hibrid rendszerekben a normal rendszerekhez képest,
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amelyek megértéséhez a szemiklasszikus modszereket altalanositani, modositani kell(ett).

A kovetkezd pontban a (2.57) megoldashoz rendelhet részecske— és toltésaramokat fogom megvizsgalni
az id6figgs Bogoljubov—de Gennes-egyenletek tanulméanyozaséaval.

2.4. Részecske- és toltésaramok

f(z:1)

Ha megengedjiik, hogy a hullamfiiggvényeink idsfiiggéek legyenek (U(z,t) = )), akkor az id6fiiggs

9(z:1)
Schrédinger-egyenlethez hasonléan a Bogoljubov-de Gennes-egyenleteknek is felirhat6 az idéfiiggs alakja:
5 0f(2,1) e e Vo] St 4 Aot 0
M = |~ - z z z2)g(z )
ot 2m F ) g\z,
t h2 2
ihaggztj - - [ QV —brt V(Z)} 9(zt) + A" (2)f (2, 1). (2.59b)

Egyszertien belathatd, hogy az idéfiiggs egyenletbdl az idofiiggésre a kvantummechanikaban szokasos
f(Z,t) — ueik27i€t/h és g(z,t) — Ueik2,’7i€t/h (260)

feltételezésekkel visszakapjuk a (2.27) id6fliggetlen BdG-egyenleteket.

Szintén a kvantummechanikdban megismert részecskestirtiség definiciohoz (p(r,t) = |¥(r,t)|?) hasonléan

probaljuk meg a részecskestirtséget az elektron- és lyukszerd gerjesztések stirtiségének Osszegeként adni meg:
P(z,t) = |f(z. O] + |g(2,1) . (2.61)
Ahhoz, hogy ez a mennyiség valéban részecskék strtiségét hatérozza meg, meg kell kovetelniink, hogy telje-

siiljon ra egy
oP

—+V.jpr=0 2.62
o + V.Jjp ( )
tipust megmaradasi tétel, ahol jp a részecskék arama. Ehhez szamoljuk ki a feltételezett részecskestirtiség
id6derivaltjat:
oP af af* g ag*
= =L ps 2.
o o o T e T (2.63)

a derivaltakat az id6fiiggs BdG-egyenletbdl kifejezve, rendezés utén csak a kovetkezs tagok maradnak meg:

hzi
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amit f*V2f = V(f*Vf) — (Vf*)(Vf) jellegt dsszefiiggések segitségével atalakitva:

;Z{V( PV IV 4 V(Y — g*vm}, (2.65)
—_—
2 Tm(F*V f)
ahonnan az aramra
i =de v = - (V) + e | (2:60)

eredmény adodik. Felhivom a figyelmet arra, hogy a lyukak aramaban a maéasodik tag van konjugélva,
ami a képzetes részben ellentétes elGjelet eredményez. Ez megfelel azon elvardsunknak, miszerint a lyukak

,idGtiikrozott” részecskék.

Ha az elektronokhoz e, a lyukakhoz —e toltést rendeliink, akkor a toltésstiriiséget a

Qz,t) = e (|f(2,1)]* = lg(2,1)?) (2.67)

kifejezés definialja. A részecskesiirtiséghez hasonlo eljarassal megmaradasi tételt irunk fel a toltésstrdségre
is. Ebben az esetben azt talaljuk, hogy

%—? +V.ijq =S5, (2.68)
ahol a toltésaram:
Jo =-e(e —in) (2.69)
a forrastag:
S = i_f{lm(f*Ag)}. (2.70)

A (2.69) aramdefinicioban a negativ elGjel arra utal, hogy a lyukak drama az elektronokkal ellentétes toltést
szallit. Megjegyzem, hogy Blonder és munkatdrsai egyforman definidljak az elektronok és lyukak &ramat,
igy naluk a részecskedram jp = j. — jn alaka, mig a toltésaram jq = e (je + jn)- Ok gy érvelnek, hogy az
,id6tlikrozott részecske altal széllitott, ellenkezd elGjeld toltés jaruléka éppen ugyanakkora, mint az elektro-
noké” [34].

Tekintsiik a normal-szupravezet$ hatarfeliiletnél fellépd dramokat a gapnél kisebb energidkon (e < A)!
Ehhez helyettesitsiik be a (2.58) megoldasokat a (2.66) részecske- illetve (2.69) toltésaram kifejezésekbe. A

normél fémben:



26 2. FEJEZET. HIBRID RENDSZEREK LEIRASA

2
o _ Ry Pl 2.71
Jp m F{ |U0|2 ’ ( . )
o0 _ el [y ol 2.72
300 = D14 100 = e, (272)

ahol az Andrejev-kozelitésben k. =~ kj, ~ kp vehets. A (2.45) kifejezésben rogton latszik, hogy az u/v
megoldas egységnyi abszolutértéki, ezért a kapcsos zardjelbeli kifejezés a részecskedram esetén zérus, mig
a toltésaramban 2. Ep = %k% = ZpZ miatt egyszertien lthatd, hogy Lkp = vp teljesiil, amit az utols6
lépésben kihasznaltam. A normél tartoméanyban eszerint nincsen részecskedram (illetve a lyukak &rama
éppen kiegyenliti az elektronok araméat), van viszont egy véges toltésaram, amely teljesen normalis modon a
sebességgel és a toltéssel aranyos. A kettes faktor azt mutatja, hogy az elektron-lyuk parok kétszeres toltést
szallitanak. A normaél fémben a forrastag zérus, ami szintén megfelel az elvarasainknak. Léssuk most a

szupravezetd oldalt!

2
+(8) _ h o i(ge — g )z (1 |vo _
ip - Im{zqee e e 1 PE 0, (2.73)
+(S) ih o i(ge — ™)z |vol?
Q' = Im{zqee 1+ ol (2.74)

ahol a részecskedram ugyanigy lesz zérus, mint a normél esetben. A toltésaramban az Andrejev kozeli-
tés szerint az exponensben g.-t nem kozelithetjiik egyszertien kp-fel, hanem a sorfejtés elsérendi tagjat is
figyelembe vessziik, azaz ¢, = kpy/1 + in =~ kp (1 + %) az exponensben, amibdl:

2eh . _ _
jg) = %kpe kenz — 2evpe Z/)‘7 (2.75)

adodik. Ez a hosszisag az € — A hataresetben (gaphez kozeli energidkon) divergal, egyébként a szupravezetd

ahol a \ karakterisztikus hosszra

koherenciahossz nagysagrendjébe esik (emlékeztetSiil a szupravezetd koherenciahossz &y = gLAF) A kvéaziré-
szecskék toltésarama nagyjabol koherenciahosszon zérusra csokken a szupravezetében. Az Arammegmaradast

a forrastag integréalasaval meghatarozandé szuperdram teljesiti:

z

js(z) = /dz’S(z’) = 2evp (1 — e_Z/A) : (2.77)

0

Ezek szerint a kvazirészecskék toltésadrama és a szuperdram egyiitt valéban teljesiti az Arammegmaradast a

szupravezetSben, és az 0sszegiik éppen egyenld a normal fémben kiszamolt arammal.
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2.5. Az onkonzisztens megoldasokrol

A normaél-szupravezets hatarfeliiletnek a fenti eredmény egy fizikailag értelmes interpretécioja, de a
Bogoljubov-de Gennes-egyenleteknek nem 6nkonzisztens megoldasa. Mivel az 6nkonzisztens megoldés sokkal
szamolasigényesebb lenne, ezért az irodalomban altaldnosan elterjedt az imént ismertetett lépcsofiiggvény
kozelités alkalmazasa.

McMillan [89] illetve kés6bb Kieselmann [90] alaposan megvizsgalta norméal-szupravezet$ hatarrétegben
a szupravezets gap helyfiiggését. Kiindultak a gap lépcsofiiggvényszert helyfiiggésébol (a normél fém és
a szupravezet§ hataran ugrik a szupravezet§ gap) és Onkonzisztens modszerekkel — McMillan Gorkov-féle
Green-fiiggvény modszert, Kieselmann egy numerikus iteraciét illetve egy szemiklasszikus moédszert is al-
kalmazott — modositottak a gap helyfiiggését. Eredményeik azt mutatték, hogy nincsen jelentds eltérés a
kiindulo6 feltételhez képest, csak az éles ugras helyett egy lagyabb lecsengés van, amelyet a szupravezets

koherenciahossz (& = 2 hatéroz meg.

T T i
— —
i | >
H Lo 0= —— | =
I _ / [
[ |&
v—Ha E
g 0.5 =
= o8k E w
< 0 L I
1 o 1 2 3
° L "
= E] 1
¥ =%/E FIG. 3. Pair potential Alz); Tey=0, T'=0.15 a=15,
vy=1, ¥,=0; different iteration steps: O (start), 1, 4, 13 (self-
Fic. 9. R ial for the SN interfa consistency).

B F
(—) together with the starting potential (= ==).

a.) A szupravezet$ gap helyfiiggése egy b.) A konvergencia szemléltetése.
NS hatarfeliiletnél.

2.3. abra. Az dnkonzisztens megoldas csak egy szupravezetd koherenciahossz szélességl tartoményban tér el a
szupravezetG belsejében érvényes értéktsl. Az abrakat rendre McMillan [89] illetve Kieselmann [90] cikkeibdl

vettem.

_D_
1.0 N 3
< .0 u
3 N
c} &
0.5 x* €
n 0.5 =
@
0
0
o 1 2 3
FIG 9. Sclf-consistent pair potential A&lz). T.w=0.13, FIG. 8. Self-consistent pair potential A(z). Tey=0.13,
T=0.05 a=1.5 ¥,=0; different ¥,: F,=0.7 (Ro=0.11), T =005 a=L15 F=0; different by<li uy=0.5
V=15 (Ro=0.36), V,=2.85 (Ry=0.67% dashed line: (Rg=0.11), by =0.25 (Ry=0.36), vy =0.1 ( Ry=0.67); dashed
Buasd T =0) of the N metal. line: Ayl T'=0) of the N metal
a.) b.)

2.4. abra. Az énkonzisztens megoldéas nem tokéletes hatarfeliileteknél is csak egy szupravezets koherenciahossz
szélességii tartomanyban tér el a szupravezets belsejében érvényes értéktsl. Az abrékat Kieselmann [90]

cikkébdl vettem.
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Kieselmann megvizsgalta azt az esetet is, ha a feliilletek nem tokéletesen illeszkednek. Ekkor eltérd
Fermi-sebességeket engedett meg a szupravezetében illetve a normal fémben, valamint egy gatpotencialt is
figyelembe vett a hatarfelilleten. Az eredményei ebben az esetben is azt mutattak, hogy a gap csak a feliilet
koherenciahossznyi kérnyezetében valtozik.

Plehn és munkatdrsai: normal-szupravezetd tobbrétegek energiaszintjeit illetve allapotstirtiségét vizsgal-
tak. Megmutattak, hogy nincsen jelentds eltérés az Onkonzisztens mdodon és a lépcséfiiggvény kozelitéssel

szamolt eredmények kozott.

Afz)/A

i) ]

: i [

bl ol il

0.0 S e S
[F a b

z

FIG. 1. Self-consistent pair potential (solid line) and its
equivalent square-well representation (dashed line) A(z) of
a superconducting multilayer with constant Fermi energy;
Tew = 01Tcs, o = 6, b = 3&, fo = Akes/mmA(0),
A(D) = 1.76 ksTes, & = A(0.5Tos) = 0.95 A(0)

2.5. 4dbra. A szupravezets gap Onkonzisztens modszerrel illetve lépcséfiiggvény kozelitésben megoldva. Az
abrat Plehn és munkatdrsai cikkébol vettem. [91].

Ezek az eredmények feljogositanak minket, hogy Andrejev-bilidirdok energiaszintjeit, illetve NS hibrid
rendszerek reflexios amplitudojat lépceséfiiggvény kozelitéssel hatédrozzuk meg, csak a paraméterek megvé-
lasztasakor arra is kell figyelniink, hogy a rendszer mérete 1ényegesen nagyobb legyen, mint a szupravezetd
koherenciahossz. Ebben az esetben ugyanis a feliilet kozelében kissé valtozo szupravezetd gap varhatéan nem

rontja el az altalunk megfigyelni kivant jelenséget.
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Mezoszkopikus rendszerek szupravezet§ tartomanyhoz csatolasa egyarant kihivas az elmélet és a kisérlet
szaméra. Az ilyen normél-szupravezeté hibrid (NS) rendszerekben fontos szerepet jatszik az Andrejev-
reflexié, melynek sordn a normél-szupravezetd hatarfeliileten az elektron lyukként verddik vissza. Ebben a
fejezetben az Andrejev-reflexio hatasat vizsgalom meg a péalyahossz-eloszlasra. Ezt az irodalomban el6ttiink
meég senki sem vizsgalta, eredményeinket a [84] cikkben publikaltuk.

3.1. Bevezetés

Két kontaktust, szennyezetlen, normal fém rendszerekben t6bben vizsgaltak a palyahossz-eloszlast [92-98],
amit tovdbbiakban az angol roviditésnek megfelelGen réviden PLS-nek fogok nevezni. A palyahossz-eloszlas

a kvantummechanikai reflexiés vagy transzmissziés egyiitthaté Fermi-hulldmszam szerinti teljesitmény-

spektruma:
k'/naz 2
Pmn(L) = / e_szern(kF)dkF (3.1)
kmin
km,am 2
fon(L) = / RELt  (he)dhp| |
km,in

ahol 7y (kr) [tmn(kr)] a bejovs kontaktusbeli n-edik allapotbol a bejovs [kimend| kontaktusbeli m-edik
allapotba szorédéas amplitudoja rogzitett kg Fermi-hullamszam mellett. Méar a felvetés is figyelemre mélto:
bar ismert, hogy a kvantummechanikdban nincs a részecskéknek palyaja, mégis megvizsgaltak a ,nem-létezs”
palydk hosszusiganak eloszlasat. Ennek tiikrében a szerzék igazan megleps eredményre jutottak: a PLS-ben
csucsokat taldlnak, azaz nagy valészintiségl palyahosszakat. A PLS-ben taldlt csticsok nagy részét sikeresen
azonositottak a kontaktusokon kezd6dé és végz6ds klasszikus elektronpalydk hosszéval, ezenfeliil a kvantum-
mechanikai eredmény és a szemiklasszikus kozelités kozt altaldban jé egyezésrdl szamoltak be, de emlitést
tettek arrdl is, hogy el6fordultak an. szellempalyék, amelyek csak a kvantummechanikai eredményben jelen-
tek meg [95].

Miel6tt ratérnénk az NS hibrid rendszer vizsgalatara, targyaljuk meg a diffrakci6 szerepét a normal rend-
szerek péalyahossz-eloszlasaban [99]! Szemiklasszikus kozelitésben a részecskék egy diffraktiv szennyezérol
tetszbleges irdnyban szérédhatnak, mivel ezekben a pontokban a klasszikus dinamika nincsen egyértelmtien
definidlva [100,101]. Vattay és munkatdrsai pontszerd szennyezoket és torési pontokat mint diffraktiv szo-
rocentrumokat vizsgéaltak kétdimenzios hullamvezetSben [99]. Megmutatték, hogy a reflexiés amplitudoban
csucsok talalhatok a klasszikus palyaknak megfelel6 hosszisagoknal. Ezek a palyak egyszeri vagy tébbszori
szorodas utan érték el ismét a bejovs csovet. A 3.1la dbra egy nagy Fermi-hullimhossznal tipikus péalyat
mutat tobb szérédassal. Egy ilyen palya két darabbol all: a bejovs kontaktust és a széordcentrumot 0sszekotd
szakaszbol, amely oda-vissza Gsszesen 2z hosszisagu, illetve a szordcentrumtol kezd6ds és ugyanott végzéds

tetszbleges szdmua hurokbdl. Ennek lehetséges hosszai esetiinkben:

Lpgr = 2zop + 2(W — 9)q + 2Wr, (3.2)
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a.) b.)
(XpZo W ” * (XpZg) q,/S/ W

3.1. abra. Diffraktiv pontszerid szennyez6t tartalmazé hullamvezets rendszer a.) nyitott véggel illetve b.)
szupravezetShoz csatlakoztatva. Egy-egy jellemzé palyat feltiintettem; az attekinthetség kedvéeért kiterjedt
pontszennyezét rajzoltam illetve az oda-vissza halad6 palyarészeket kis eltolassal abrazoltam.

ahol p,q,r természetes szamok tetszGleges szamu pattogasnak felelnek meg. Az els6 tag a diffraktiv szo-
rocentrum és az egyik fal, a masodik tag a szérdécentrum és a mésik fal, a harmadig tag pedig a két fal
kozti pattogasokat irja le. A 3.2 dbra a PLS-t mutatja egy normal rendszer esetén. A legnagyobb csics
L = 2z = 2,0-nal, a lehets legrévidebb palyanal van, aminél kisebb (vagy negativ) hossztisdgoknal nin-
csenek csucsok, a tovabbi csicsok a diffrakcionak megfelels erés hierarchia szerint kovetkeznek. A csévek
csatlakozasanal bekovetkezs diffrakcid segitségével a szellempalyak is megmagyarazhatok.
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3.2. abra. A reflexios amplitudo6 palyahossz-eloszlasa egy pontszennyezdt tartalmazé normaél rendszer esetén.
Paraméterek: a cs6 szélessége W = 1,0, a Dirac-delta szennyezé eréssége A = 20,0 és helye az (xg,20) =
(0,8;1,0) pont.

Tekintsiik most azt a hibrid rendszert, amit gy kapunk, hogy a rendszer egyik oldaldn a normal félvégte-
len hullamvezet&t szupravezetdre cseréljiik le a 3.1b dbran lathaté modon! Ekkor az r,,, reflexiés amplitido

kiszamitasakor figyelembe kell venni a NS feliileten bekovetkez6 Andrejev-(retro)reflexiot is. A Bogoljubov—
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de Gennes-egyenletet egy NS hatarfeliiletnél megoldva megmutathato, hogy elektronszertd kvézirészecskék
(elektron) a szupravezets felszint elérve lyukszerd kvazirészecskékkeént (lyuk) koherensen verédnek vissza.
A kvatummechanikai szamoldsban a BdG-egyenletet megoldva hatarozhatjuk meg a reflexioés amplitudokat,
amiknek a Fourier-transzformaltja megadja a keresett palyahossz-eloszlast. Ahhoz, hogy értelmezziik a PLS-
ben kapott csicsokat, sziikségiink van a PLS szemiklasszikus kozelitésére. A szemiklasszikus leirasban a
hullamfiiggvény, a Green-fiiggvény vagy éppen a reflexios amplitidok felithatok A;e’?i alaki tagok dsszege-
ként, ahol A; egy amplittdo, a ¢; fazis a klasszikus hatéssal ardnyos, j pedig egy lehetséges palyat jeldl [6].

A Kklasszikus hatas egy a ¢’ és ¢” pontokat 0sszekotd palya mentén:

"

q

S(q'.q") = /dqp(q)a (3.3)

q/

ahol p(q) a részecske impulzusa a péalya menti ¢ pontban. Ha a palya érinti a szupravezetst, akkor a hatasnak
lesz elektronszert és lyukszerd része egyarant. Ha egy ¢’ pontbol indulé elektron egy Andrejev-reflexié utan

lyukként a ¢’ pontba visszatér, akkor az ehhez tartozo hatast a kovetkezoképpen irhatjuk fel:
S(d',q') =keL(d',q") — krL(q",q") = O, (3.4)

ahol L(q1,q2) a pélya g1 és go pontjai kozti tavolsagot jeldli, a méasodik tag negativ elGjele az impulzus és a
sebesség ellentétes irdnya miatt van [102]. Mivel a lyuk visszaverSdése utan visszafele végigjarja az elektron
palyéajat, ezért egy elektron-lyuk palya mentén a teljes hatds mindig zérus lesz. Ennek kovetkeztében az
elektron-lyuk (e-h) reflexios egyiitthatoban egyetlen nagy csucs varhato, L = 0-nal, az elektron-elektron
reflexios egyiitthatoban pedig pozitiv hossziisdgoknél varhatok cstiicsok. Sokkal érdekesebb az az eset, ha
a rendszerben diffraktiv széras is el6fordulhat. Ekkor ugyanis a diffraktiv szérécentrumot érinté palyak
nem egyértelmien definidltak, emiatt egy Andrejev-reflexiot kovetGen a lyuk palydjanak csak a diffraktiv
szorocentrum elsé érintéséig sziikséges az elektron palyadjaval megegyeznie, a szérécentrumon mas szdgben is
szorodhat, mint a beesd elektron. Erre a lehet&ségre Beenakker mar felhivta a figyelmet szennyezett normal—
szupravezet pont-kontaktusok esetén [103, 789. oldal]. Kovetkezésképpen diffrakcio jelenlétében a pélyak
tobb elektronszeri és lyukszeri részbdl épiilnek fel, a klasszikus hatas ezekre a részekre vett Gsszegként irhato
fel:

S=> ke(+£Ly), (3.5)

ahol az Osszegzés az Osszes palyarészre torténik, L, az egyes részek hosszusiganak, + (—) el6jel pedig elekt-
ronnak (lyuknak) felel meg. A diffrakciémentes esettdl eltérSen a teljes hatas nem feltétleniil zérus, hanem
lehet pozitiv, s6t negativ is aszerint, hogy elektronszeri vagy lyukszerd részek vannak tilsilyban egy adott
palya esetén. Az S¢ ¢ elektron-elektron reflexiés amplitidé PLS-ében csticsok jelenhetnek meg negativ
hosszisagoknal is. Ez merében 1j a megfelel6 norméal rendszer PLS-éhez vagy éppen egy nem-diffraktiv
hibrid rendszer PLS-éhez képest is.

A 3.2. pontban bemutatom az S¢, ¢ reflexiés amplitidé kiszamolasanak részleteit, majd a 3.3. pontban

vazolom a szemiklasszikus kozelitést, végiil 3.4. pontban ismertetem és értelmezem a bemutatott modszerrel
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kapott eredményeket.

3.2. A szoOrasi matrix

Ebben az alfejezetben a 3.1b abran lathat6 rendszer transzport egytitthat6it fogom meghatérozni. A szupra-
vezet6 gapnél kisebb energidkon a kvazirészecskék nem képesek a szupravezet&8be behatolni, hanem részben
normél, részben Andrejev-reflexiot szenvednek el. Ennek megfelelGen a szorasi matrixnak csak reflexios ele-

mei lesznek. Egy bees6 kvazirészecske reflektalodhat elektronként vagy lyukként, azaz a szérasi matrix egy

_ Se—e(E) Se—h(E)
S(E) = ( She(E) S-h(B) ) , (3.6)

2 X 2 hipermatrix:

ahol e(h) jeldli az elektront (Iyukat); S¢-"(E) példaul az n-edik lyukszert &llapotbol az m-edik elektronszerti
allapotba szoras valoszintsége E energian. A [103]-ben leirtakat kovetve a szorasi matrix elemei kifejezhetSk

a 3.1a abran lathaté normadl rendszer szorasi matrixanak elemeivel:

B rll(E) tlZ(E)
So(E) = ( 21(E) r2(E) ) ) (3.7)

ahol r reflexiot, t transzmissziot jelol, és 1 illetve 2 jeldli a rendszer bal illetve jobb oldalét, r22, példaul a
rendszer jobb oldalan n-edik allapotban bejovs részecske m-edik allapotba vald visszaver6désének valoszi-
nisége. A reflexié és transzmisszié a Fisher-Lee-relacio szerint a Green-fiiggvény projektélasaval kaphato
meg [104]:

r

U gy 5. i Jon(B)om(E) / dzda': (2)GF (2, 21,2 21: B) xom (2) (3.82)
12 (E) = iv/on(E)om(E) / deda' ()G (2, 21,2, 22: E) xon (@) (3.8D)
4 (E) = 1v/0u () (B) [ doda!x; (2)G" (2. 2.0 213 E) o () (3.80)
12 (E) = 8pm — iv/vn(B)vm(E) / dada’ x5 (2)GT (2, 22,2, 225 E) X (2'), (3.8d)

ahol v, (F) az n-edik allapot csoportsebessége; szabad részecske kozelitésben v, (E) = hk,(E)/m*, ha m*
a részecske effektiv tomege; 21 (22) a szorocentrumtoél elég tavol balra (jobbra) fekvs pontok koordinétéja,
Gt (x,2,2',2'; E) pedig a retardalt Green-fiiggvény. A Green-fiiggvényt az aldbbi egyenlet megoldasaként
definialjuk:

(E—H ()G (r,x;E)=6(r—1"), (3.9)

ahol & egy komplex szam, H (r) a Hamilton-operator, § a Dirac-delta. Ha & = E +ic és e-nal feliilrd] tartunk

zérushoz, akkor kapjuk meg a retardalt Green-fiiggvényt. A Hamilton-operator két tagra bonthato:

H (r) = Ho (r) + Hy (r), (3.10)
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ahol Hj az ires rendszer Hamilton-operatora (a szabad részecske Hamilton-operatora), és Hp (r) =
A (r —rg) az rp helyen 1évs, A\ erdsségl, pontszert szennyezével valo kolesonhatés Hamilton-operatora.
El6szor meghatarozom a Hg-hoz tartozé Gy Green-fiiggvényt, azutan a Dyson-egyenlethez hasonlé moédon

figyelembe veszem a pontszert szennyezs hatésat.

3.2.1. Az iires cs6 Green-fiiggvénye

A rendszer hullamfliggvényének ismeretében a Green-fliggvény a
I 7L>< ”‘ / | n>< n|
0, (2 L) (Pn] A1
&) En 5 » + [ dn 3 » (3.11)

Osszefiiggéssel szamolhat6 ki, ahol az Osszegzés az Osszes diszkrét, az integralas az Osszes folytonos sajét-

allapotra torténik [105]. Legyen Hj a szabad egyrészecske Hamilton-operator, ¥,,, a sajatallapotai, E,,

sajatértékkel:
Ho(r) Uy (r) = Eqn¥qn(r) (3.12a)
Wy (r) = xn(2)e'9? (3.12b)
TL27T2
Egn =0+ S5, (3.12¢)

ahol x,(x) hullamfiiggvény kielégiti az 'x’ irdnyban érvényes merev fal hatarfeltételt:

Xn(z) = \/gsin (n—;?) : (3.13)

Ezek ismeretében a retardalt Green-fiiggvény (GT(E) = lim._,o G(F + i€)) az alabbi 6sszegként irhato fel:

GJr (r,v’,E) = lim Z / dg \an an(r') (3.14)

e—0 o E — Eanrzs ’

ahol a ¢ szerinti integralast a reziduum-tétellel elvégezhetjiik. A ¢ — 0 hataresetben megkapjuk az iires csé

Green-fliggvényét;:
Xn () Xn ( iknlz — 2 |
G¢ (r,r',E) e’ 3.15
(x, Z M (3.15)

ahol k,, = \/E — 1.
3.2.2. A pontszerii szennyezd esete

Legyen H (r) = Hy (r) + H; (r), és keressiik az

(E-H((@)G(r,)=6(r 1) (3.16)
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egyenlet megoldasat! Tegyiik fel, hogy
G (r,r') =Gy (r,v') + G (r,1'), (3.17)

ahol Gy (r,r’') megoldéasa az (E — Hy (r)) Gy (r,r') = 0 (r — r’) egyenletnek! Ekkor behelyettesitve (3.17)-t
(3.16)-ba, rendezve (r =r"):

(E—Hy(r") Gy (", ") =H, (x")G (",1). (3.18)
Beszorozva Gy (r, r'”")-vel balrél, majd r”-re integréalva:

/dr” Go (r,v") (E — Ho (") Gy (v, 7') = /dr”Go (r,v")Hy (") G (", 1")
(" —r)

G (r,1) = / dr"Go (r,1") Hy () G (+, 1)

G (r,r') =Gy (r,r') + /dr”Go (r,v”")Hy (") G (", 1") (3.19)

Felhasznalva Hj (r) = A (r —rp) konkrét alakjat, a (3.19) egyenletb6l az integralast a jobb oldalon r”-re

elvégezve:
G (r,r") = Gy (r,r') + A\Go (r,10) G (ro,1'), (3.20)

ahol G (rg,r’)-re is fel lehet irni hasonl6 egyenletet:
G (ro,r") = Gy (ro, 1) + MGy (ro,10) G (ro, 1) (3.21)

Ezekbol az egyenletekbdl kifejezhets a keresett G (r,r’) az iires cs6 Gy Green-fliggvényével és a pontszeri

szennyez$ paramétereivel:

)\GO (I‘, I‘o) GQ (1‘0, I'/)
1 — )\GO (I‘Q,I'()) ’

G (r,r") =Gy (r,r') + (3.22)

Behelyettesitve a Gp (3.15) alakjat a (3.22) egyenletbe megkapjuk a szennyezett normél rendszer teljes
Green-fliggvényét. A Green-fliggvény ismeretében a (3.8a-d) Fisher—Lee-relaciokkal kiszamolhatjuk a normal

rendszer reflexios és transzmisszios matrixanak elemeit:

o (E) = —Axn%?)eiknzo er(j:)eikmzo (3.23a)
12.(B) = bpmelon L g AXRLE0) ik 20 Xon (20) ik (Lo — 20) (3:23)
t%}n(E) = 5nmeik”L + AX’\L/(];O) ethn (Lo — Zo)ixmr(fo) etkmzo (3.23c)

r22 () = _ A X0 (20) ik, (Lo — 20) Xm(20) ik, (Lo — 20)

, 3.23d
nm \/E \/% ( )
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_ A
ahol A = 2i(1—AGo(ro,ro))

3.2.3. A szupravezets hatarfeltétel illesztése

Ebben az alpontban illesztem a normal rendszerhez a szupravezets tartoményt. Az illesztést a Beenakker-
fele altalanos modszernek megfelelGen végzem el [103, IV. fejezet]. A modszer feltételezi, hogy az ismert
szorasi matrixt, szennyezett (diffiz) normél fém tartoményt egy-egy tiszta normal fém tartomany fogja
kozre. A szérasi matrixot a tiszta normal tartoméanyokon érvényes béazisban ismerjiik. A szupravezetG az
egyik oldalon a tiszta normal fémhez kapcsolodik a 3.3 dbran lathaté modon. Esetiinkben a szennyezett

tartomany az egyetlen Dirac-delta szennyezbdl fog allni.

— |~
¢ — — "
(S - . e+ /
5 c5
. s

3.3. abra. Egy tetsz6leges, de ismert szorasi matrixu rendezetlen normal tartoményt (kdzépen) illesztiink egy
szupravezet6hoz (jobbrol). e (h) elektronszert (lyukszerd) kvézirészecskéket jeldl, 1 (2) a bal (jobb) oldalnak
felel meg, és +/— az exponencialisbeli elgjel. A nyilak szemléltetik, hogy egy adott egyiitthato, mely iranyba
haladé megoldédsnak felel meg.

N

A tiszta normal fém tartomanyokban a BdG-egyenlet altalanos megoldasa (2.53) szerint a kovetkezs

alak:
’l/)fti(l'7z) — <(:;> Xn(x)eiikzz
Wt (2, 2) = G) (@) TRz (3.24)

ahol kf/h = kpy/1x ELF - g—; ¢ az elektronok (—¢ a lyukak) energidja az Ep Fermi-energiatol mérve, és

Xn(x) a kereszthullamfliggvény E,, energidval. Ebben a bézisban irjuk fel a bal és jobb oldalon a hullam-

fliggvényt:

— — h— h— h h
\1’1 = Cﬁﬂbff + C‘i nwz + Clnwn + Cljz_wn+

(3.25)
Uy = c5hst + c5ove + bl + Biyht
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és keressiik a teljes rendszer szérasi matrixanak S¢—¢, S¢~", stb. elemeit:

et =8¢t 8o heh -

(3.26)
ci“r = S}“‘gcf+ + Sh*hc? -,

ahol cijgi a cifgf—kb(’jl allo vektor. A szennyezett normél tartomény szempontjabol belépd allapotokra a

che = (c§T,e5 7, ¢l ch ™), illetve a kiléps allapotokra a c&i = (c§ ~,c5 T, cf ™, ch ™) jelolést bevezetve a

chi = Sy (e)che (3.27)

egyenlet irja le a normal szoérast, ahol

o So(S) 0
Sn(e) = ( N ) (3.28)

S diagonalis, mert a normal tartoméanyban elektronok és lyukak kozott nincs semmilyen kolesonhatas. So(e)
a normal rendszer (3.7) alaka szoérasi matrixa az elektronokra, ahol az e energiat az Ep Fermi-energiatol

meérjiik. Ekkor S§(—¢) irja le a —e energiaju lyukak szorasat, ahol "’ a komplex konjugélést jeldli.

A Bogoljubov—de Gennes-egyenletet egy normal-szupravezetd hatarfelilletnél megoldva az egyiitthatok
kozott a kovetkezs kapcsolatot talaljuk:
c; = ozez'q)cgI -

(3.29)
cht

= ozeiiq)cgﬂ
ahol a = e—tarccos (e/|A[) g5 A = \A\eiq} a szupravezets gap. Altalaban, ha a rendszerben csak egyetlen
szupravezet$ van, akkor ® = 0 vélaszthatd, mérhetd mennyiségekben tgysem szerepel majd. Ha ¢ < |A|,

akkor altaldban elegend$ az o =~ —i kozelitést alkalmazni.

Felhasznalva az egyiitthatokra érvényes (3.29) és (3.27) egyenleteket, a (3.26) definicionak megfelels

szorasi matrixok algebrai atalakitasok utan az alabbi alakot oltik [103]:

S7¢(e) = 'l (e) + a®t'%(e) (r?2(—¢)) " M°(e)t*! (¢) (3.30a)
S*(e) = ac!Pt12(e) M () (¢7}(—e))" (3.30b)
8" c(e) = ae ' (£12(—¢)) M (e)t? (¢) (3.30¢)
Shh(e) = rll(—g))* +a? (1:12(—5))Hk r22(e)M" (¢) (t21(—5))* (3.30d)
ahol
Me(s) = [1 O (r22(76))*} B (3.31a)

Mh(e) = [1—a2 (r”(—g))*r”(g)}_l. (3.31b)



38 3. FEJEZET. NEGATIV HOSSZUSAGU PALYAK

Egy szorocentrum esetén az altalanos eredménybe behelyettesithetd az vt t12, ... métrixok (3.23) konk-
rét alakja. A tovabbiakban az elektron-elektron reflexié matrixanak kiszamitasahoz behelyettesitem (3.23d)-t
a (3.30a) egyenletbe, és figyelembe veszem, hogy az ¢ < |A| Andrejev-kozelitésben a =~ —i. Az M¢(g)-beli
invertalas kiszamitasanal kihaszndlom, hogy M¢(e) felirhaté diad alakban, ugyanis

-1

M, = |6 + A2 2, XL ikE (Lo — 20) X"Ej”?k)ei(’ffﬂ*@o - ZOW : (3.32)
kl (kn)
a b,
ahonnan A7 b
¢ =[1+[A2Zjaob] ' = |1 2L 21222 3.33
m= LA Aaob], [ l+ab |, (3:35)
ahol Z; = ab. Elvégezve a (3.30a)-beli méatrix szorzasokat:
_ * iJ.e ; ik A* (14 AZp)?
See(e) = pli — AN (B0) ikfzo Xi(20) jikgze (AT (1+AZ1)° 3.34
1) (E) T’Lj /kie € /7]{;]6 € A 1 + |A|2212 b ( )
e

ij

ahol kihasznaltuk, hogy nyitott ¢, j csatornak esetén k¢ = (k£)*. Kiemelve rl-ljl—t, és a normal rendszer szérasi

matrixdnak unitaritdsat — A + A* + 2|A|2Z; = 0 — felhasznalva:

2

e—e _ 11
S5 (e) =1y (5)71 TARZE (3.35)
Ha ¢ < Ep, akkor k¢ ~ kP = k;, és belathato, hogy Z; = —2ImGy(rg,ro, Er). Bevezetve a D =
W’éom = 2A diffrakcios allandot:
2ri(k
8¢ (kr) = ij (kr) N (3.36)
1 + |D|2 [Im Go(ro,l‘o)]
ahol a jelolésben elhagytam e-t, és helyette az Ep = %k% Osszefiiggésnek megfeleléen a krp Fermi-

hullamszamtol fiiggést jelolom. A (3.36) Osszefliggés a kiindulopontja tovabbiakban mind a kvantummecha-
nikai szamolasnak, mind a szemiklasszikus kozelitésnek. Megjegyzem, hogy ebben a kozelitésben a részecskék

és a lyukak egyarant Fermi-energiaval rendelkeznek.

3.3. Szemiklasszikus kozelités hibrid rendszerben

Az S%—e elektron-elektron reflexiés amplitidét szemiklasszikus kozelitésben tgy hatarozhatjuk meg, hogy
(3.36) kifejezésbe behelyettesitjiik vl és Go(rg, o) szemiklasszikus alakjat. A normal rendszer r}l reflexios
amplitudojat a (3.8) Fisher—Lee-relaciobol kaphatjuk meg, ha a Green-fiiggvény helyére a szemiklasszikus
Green-fiiggvényt helyettesitjiik [99]. A szemiklasszikus Green-fiiggvény a diffraktiv pontot tartalmazo esetben
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az alabbi formaban irhato fel [99]:
Ga(r,r') = Go(r,10)D(Pin, Pout)Go(ro, '), (3.37)

ahol D(®;,, Pyyt) a diffrakcios egyiitthatdo @,, (Poy:) bemend (kimend) szog esetén és Go(r,r’) a szabad
részecske szemiklasszikus Green-fiiggvénye [99]:

Z D" ikply(r,x') — i37/4
G / — ( KR p(rar) ? 7T/ 338
O(r’r ) 8WkFlp(I'7rl)e ) ( )
ahol az Gsszegzés a lehetséges palydkra torténik, I, (r, ') a palya hossza, n, a falnak titkozések szdma. A (3.8)

Fisher—Lee-relaciobeli integralok elvégzéséhez a transzverzalis hullamfiiggvényeket exponencialisok Gsszegére

kell bontani:
2 nwT 1 2 ; i
_ ; _ +inmz/W _ —inmx/W
Xn(z) =1/ — sin ( ) % (e e ) , (3.39)

igy az exponencialisbeli el§jelek négy lehetséges kombinaciéjanak megfelelGen a reflexiés amplitadd négy tag
Osszegeként all eld:

T LR L R Cx SR St (3.40)

Nyeregpont-modszerrel elvégezhetSk az integralasok az egyes tagokban, melyek eredménye pontszerd diff-

raktiv (azaz izotrop) szennyezére:

pt _ inao/W kimag/W__ L iknzoikmzo — iv/2 A 7 (3.41)
4W\/ knkm 1-— )\Go(ro, 1‘0)

ahol v = £1 £ 1. A Go(ro,ro) kiszamitasahoz sziiksées a diffraktiv szennyezén kezd6ds és végzdds Osszes

lehetséges palya meghatarozasa. A lehetséges palyak hosszusiga:

2W(p+1)
lp(ro,ro) = 29 + 2Wp , (3.42)
2(W —x0) +2Wp

ahol p tetszéleges természetes szam. Evvel (3.36) szemiklasszikus kozelitéséhez minden ismert, csak fel kell
Osszegezni (3.38)-at a (3.42)-beli lehetséges palyakra, majd a kapott eredményt be kell helyettesiteni (3.41)
kifejezésbe és végiil (3.36) egyenletbe. (3.36) atirhato (sorba fejthets) tobbszords diffrakciok soraként:

St (k) = 203, (k) {1 = DI? [Im Go (xo,x0)]” + [D* [Im Go(x0,0)] " -+ }. (3.43)

Ezen feliras jelentGsége abban rejlik, hogy szemléletesebb képet ad a palydk megértéséhez, amit az eredmé-

nyek targyalasanal részletesebben bemutatok majd. Megjegyzem, hogy Im Go(rp, rg)-ban Go(rg, ro) mellett
+kpl —krl

megjelenik Go(rg,ro) komplex konjugaltja is, igy az e P exponencialisok mellett megjelend e P ex-

ponencialisok a lyukak altal bejart palyarészeknek felelnek meg. Im Gy hatvanyait (3.38)-val kifejezve S¢, €
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a kovetkezs alakra hozhato:
Sm (kp) = Z Aje'i, (3.44)
J

ahol S; (3.5) alaku.

3.4. Eredmények

A (3.36) illetve (3.43) képletek beprogramozasaval tetszéleges kp Fermi-hullimszam mellett kiszamolha-
tok a kvantummechanikai és a szemiklasszikus reflexios amplitidok. A dimenziétlanitds soran célszeri a
Fermi-hullamszam helyett az M = @ mennyiséget hasznédlni, ugyanis a két mennyiség egymassal linearis
kapcsolatban all és M egészrésze a nyitott csatornak szama a hullamvezetében. Ekkor minden hossziisag %
(W a hullamvezets szélessége) egységekben értendd, igy a palyahossz-eloszlas is. Kiszamitottam a szorési
amplitadokat N darab egyenletesen novelt Fermi-hullimszamnal, majd egy diszkrét Fourier-transzformacio
(FFT) [106] algoritmussal elgallitottam a péalyahossz-eloszlast. Ha Akr a hullimszdmban a tartomany nagy-
saga, akkor a legkisebb hossziusagok 0L = AQ—,’;F nagysaguak lehetnek [107]. Az alabbiakban az M =10...110

10

Kvantumm. Kvantumm.
5 ,
-~ T M (W (1R TR TR T
= \ ﬂ“\ \" \7 ﬂ MH(‘,\H \ \‘ ' ’h f\ k
W A
LI il
5 \ “ ‘ 8 s L \ ”‘ \ |
I | Il |
ol L S L] | Szemik.
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3.4. dbra. A reflexios amplitudébol szamolt palyahossz-eloszlas az egy pontszennyezot tartalmazd normél
fém (balra) illetve NS hibrid (jobbra) rendszer esetén. Paraméterek: a téglalap alakt tartomany hossza
Lo = 4W, a szennyezs erSssége A = 10,0 és helye az (xo, 29) = (0,7;0,5)W pont.

tartoményban N = 8192 pontot vettem fel a PLS kiszamitdsahoz. Ez 6L =~ 0,02 felbontéast eredményez,
ami elegendd a pélyak megkiilonboztetéséhez. Az N megvalasztasanal arra kell figyelni, hogy Ly,ax = ;’Ang
elég nagy legyen ahhoz, hogy nagy amplitudoju csticsok ne tolodjanak be a tartoméany alsé részébe (mivel
diszkrét Fourier-transzformacio soran minden periodikus 2/N-ben). Az ilyen csticsok a tartomany névelésével
szabélyosan eltolodnak a PLS-ben, mig a fizikailag relevans csticsok valtozatlanok.

A Dirac-delta A erésségét ugy valasztottam meg, hogy elég erds legyen ahhoz, hogy t6bbszoros diffrakcioval
létrejoves palyak is megfigyelhetk legyenek. Ha A kicsi, akkor csak az egyszeres diffrakcioval létrejovs 2-zp =

1,0 palyahoz tartozo ersen elmosddott csiics lathato. A szennyezd helyét tigy érdemes megvalasztani, hogy
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2z és 2(W —xg) illetve tobbszoroseik halmaza lehetéleg elkiilonithets legyen, de arra is érdemes figyelni, hogy
egyik se legyen nagyon kicsi, mert akkor § L-t lesz nehezebb megvalasztani. Az xg = 0,7 ideélis valasztasnak
tlnt, zo tetszbleges lehet, csak a negativ hosszisagu cstcsok megfigyelhetGsége érdekében nem szabad tul
nagynak lennie.

A szupravezetShoz csatolt rendszer hosszanak kivalasztasanéal még arra kell figyelni, hogy (3.30a) leveze-
tésénél kihasznaltuk, hogy a szennyezd és az NS hatarfeliilet k6zott van egy elég hosszi normél tartoméany.
Ugyanis a diffraktiv szennyezordl elvileg zart csatorndba is torténik szoras, ezt azonban el lehet hagyni, ha
normdl tartomény elég hosszi ahhoz, hogy a zart moédusok lecsengjenek. Ezek a hosszak a PLS-ben nem
jelennek meg, ugyanis ebben a részben minden palya esetében teljesiil, hogy az elektronként és lyukként
megtett palyaszakasz kioltja egymast. Az alabbi eredmények egységesen Lo = 4W csatornahossz mellett
késziiltek.

A 3.4 abran az N rendszer reflexi6ja r!! illetve az NS rendszer elektron-elektron reflexio S egy-egy
elemének teljesitmény-spektruma lathaté mind kvantummechanikai szamolasban, mind szemiklasszikus ko-
zelitésben. Az abran latszik, hogy szembeotld kiilonbség a két abra kozott csak a negativ hosszusagoknal
van, itt csak a hibrid rendszerben talalhatok csicsok. A szemiklasszikus kozelités a normal esetben tokélete-
sen egyezik a kvantummechanikai eredménnyel, mig a hibrid rendszerre a negativ hossztisagoknal a csicsok
helyét kivaloan kozeliti, &mde egyes csuicsok amplitidoja eltér a kvantummechanikai eredménytdl. Ennek az

az oka, hogy (3.43) felirdsban csak az els6 nemtrivialis tagot vettem figyelembe.

000 001
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3.5. dbra. A reflexiés amplitudébol szamolt palyahossz-eloszlas az egy pontszennyezot tartalmazé normél
rendszer esetén. A cstcsok melletti szimharmasok a 3.1 tablazatbeli pgr értékeknek felelnek meg. Paramé-
terek: a szennyezs erdssége A = 10,0 és helye az (xq, z9) = (0,7;0,5)W pont.
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A 3.5 abran kinagyitva lathaté a normél rendszer reflexios amplitid6jabol szamolt péalyahossz-eloszlas.

A f6bb csicsokat megjeldltem az
Lygr = 2x0p + 2(W — z9)g + 2Wr (3.45)

képletben szereplé pgr paraméter-hdrmassal. Minél tobbszor érinti egy palya a diffraktiv szennyezét, a
tObbszords szorodas miatt annal kisebb az amplitudoja. Ez még modosulhat, ha egy hossz tobbféleképpen

is elGall. A lehetséges palyakat a 3.1 tablazatban foglaltam Gssze.

P4 r 2Z0 + qur Npatt
0]0]1;2;3; 3; 5,7 ... 2
1(1]0;1;2; . 3,5, 7; ...
0]111]0;1;2; . 1,6; 3,6; 5,6 ;... 2
1101 0;1;2; 2,4;4.4;64; ... 2
01]12]0;1; 2; 2,2, 4,2; 6,2; 3
2101|0;1;2; 3,8;,5,8, 78; ... 3

3.1. tablazat. A normal rendszer lehetséges péalyahosszai. A szinek rendre megfelelnek a 3.5 abran hasznalt
szineknek.

Az NS hibrid rendszer esetében az elektron-elektron, illetve az elektron-lyuk reflexios amplitidobol sza-
molt palyahossz-eloszlasa egyarant tekinthetS. Az el6bbi esetében a pozitiv hossztsagoknal nincsen jelentds
valtozés a normal rendszer PLS-éhez képest, mert a lyukszeri részeket is tartalmazé tobbszordsen diffraktiv
palyak nem képesek a pozitiv hossztisdgoknél megfigyelhets csicsokat létrehozni, igy lényegében a szupra-
vezetGt nem is érinté normal palyék eloszlasa dominal. A negativ hossztusagoknal megjelend csticsokat a 3.6

abran jeloltem, és a f6bb palydkat a 3.2 tablazatban foglaltam Gssze.

plq | T 220 + Lypgr Npatt
% (f (1): i g: -1;-3; -5; ... é
? (1) % é é | 0,4;-1,6;-3,6; ... | 4
g (1) ? % % 045245 44; | 4

) k
s | o i g

3.2. tablazat. A hibrid rendszer f6bb, negativ palyahosszai. A feliilvonas a lyukként megtett szakaszokat
jelenti. A szinek rendre megfelelnek a 3.6 dbréan hasznalt szineknek.

Az elektron-lyuk reflexios amplitidobol szamolt PLS-ben L = 0-nal egy nagy cstucs talalhato, ami azoknak
a palyaknak felel meg, amelyek a diffraktiv szennyez6t nem érintik, vagy érintik ugyan, de az elektronként
és a lyukként bejart palyarészek hossza egyenls. Ez a cstcs akkora sullyal bir, hogy mellette a tobbi csics
eltorpiil. A 3.7a dbran az elektron-lyuk szimmetrianak megfelels elektron-lyuk reflexiés amplitidobol szamolt
PLS lathato.
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3.6. abra. Az elektron-elektron reflexios amplitudobol szamolt palyahossz-eloszlas az egy pontszennyezdt
tartalmazo hibrid rendszer esetén. A csicsok melletti szamharmasok a 3.2 tablazatbeli pgr értékeknek
felelnek meg. Paraméterek: a téglalap alaki tartomany hossza Lo = 4,0W, a szennyez§ erdssége A = 10,0
és helye az (zg, z0) = (0,7; 0,5)W pont.

Az NS hibrid rendszerekre kiterjesztett Landauer-formula szerint a vezetSképesség [51]:

G= %Tr (Sn-eSh.) . (3.46)

ahol T az adjungalast jeloli. Kénnyen belathato, hogy a komplex konjugalas miatt a fazisinformacio elvész, és
ezaltal a palyahossz-eloszlasban csak az L = 0-nal lesz egy csiics. A vezetGképességet, illetve a hullaimszam
szerinti teljesitmény-spektrumét a 3.7b abra mutatja.

Végiil par szé a kisérleti ellenGrzés lehetGségérdl: technikailag lehetséges megfelel§ tisztasagi, kivant
geometridji minta elGéllitasa, illetve elegendGen alacsony hémérséklet elérése. A vezetSképességet ardnylag
egyszerti volna mérni, de annak PLS-e trividlis. A kvantummechanikai szérasi amplitidok mérése dltalaban
nem egyszert, de Morpurgo és munkatdrsai [108] eredményei alapjan jogos feltételezni, hogy készithets
olyan kisérleti elrendezés, amelyben kozvetve megfigyelhetSk a kiilonboz6 palydkhoz tartozo eltérd fazisok.
Normal-szupravezets hatarrétegekben a kisérleti megvaldsitas sordn az anyagi paraméterek, a nem tokeéletes
normal reflexié is. A negativ hosszusagoknal talalhaté csicsok robusztusan viselkednek az effajta eltérésékkel

szemben.
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a.) Az elektron-lyuk reflexi6s amplitadobol szamolt
palyahossz-eloszlas az egy pontszennyezGt tartalmazd
normdl rendszer esetén. A f&cstcs amplitudbdja 5
nagysagrenddel nagyobb a kisebbeknél. Ez a gbrbe

Nyitott csatornak szama

b.) A vezetGképesség a nyitott csatornak szaménak
(Fermi-hullamszam) filggvényében. (M = @) Fe-
ketével a szennyezetlen, piros szaggatott vonallal a
szennyezett normél rendszer vezetSképessége és zold

az elektron-lyuk szimmetria miatt paros fliggvénye a  pontozott vonallal a szennyezett NS hibrid rendszer ve-

hosszusagnak. zetGképessége kettdvel leosztva. Beliil: a vezetGképes-
ség Fourier-transzformaltja.
3.7. 4dbra. Paraméterek: a téglalap alaka tartomany hossza Ly = 4,0W, a szennyez$ helye az (zg,z0) =

(0,7; 0,5)W pont és a szennyezs erdssége A = 10,0 illetve A = 2,0.

3.5. Osszefoglalas

Fokoz6do érdekldés kiséri mezoszkopikus rendszerekben a diffraktiv szennyezok szerepének tanulmanyo-
zasat [109]. A norméal-szupravezetS rendszerekre kiterjesztett modszerek j lehetGségeket nyujthatnak mind a
szorasi folyamatok szemiklasszikus leirasara, mind az ilyen rendszerek energiaszint-eloszlasanak tanulmanyo-
zéséra. A fentiekben a diffraktiv szennyez6t tartalmazo normél-szupravezets hibrid rendszerek palyahossz-
eloszlasdnak els6 elméleti vizsgalatat mutattam be. Kiemeltem, hogy ezen rendszerek palyahossz-eloszlasa
alapvetGen abban kiilonb6zik a normél rendszerekétdl, hogy negativ hosszoknal is megjelennek csticsok. A
diffraktiv szennyezd jelenléte meghatarozd a negativ hosszisagoknal megjelend cstucsok szempontjabol. A
jelenséget a legegyszeriibb diffraktiv szennyezével, a Dirac-delta szennyezével mutattam be, de lehetséges
mas diffraktiv szorocentrumok (élek, torési pontok [99]) vagy bonyolultabb geometriak [51] vizsgalata is. A
Bogoljubov—de Gennes-egyenlet megoldasaval kapott eredményt egy szemiklasszikus kozelitéssel is Gsszeha-
sonlitottam, mely az el6bbivel kivalo egyezést mutatott. A szemiklasszikus kozelitéssel sikeriilt a palyahossz-
eloszlas f6bb cstcsaihoz tartozo palyakat azonositanom. Remélhetéleg a palydk azonositasa ehhez hasonlo

geometridkban kisérletileg is megtorténik a kozeljovében.
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Andrejev-biliardnak altalaban ballisztikus normal fémbdl (N) és hozza gyengén csatolt szupravezetébdl (S)
allo rendszereket szokis nevezni [110]. Ha egy normadl bilidrd falait vagy falainak egy részét eltavolitjuk
és helyére gyengén csatolt szupravezetGt illesztiink, akkor eredményiil Andrejev-bilidrdot kapunk, amire
egy-két példa a 4.1 abran lathato. Az Andrejev-bilidrdok spektruma a normél-szupravezets hatarfeliileten
bekovetkezo retroreflexié (Andrejev-reflexio) miatt jelentésen eltérhet a normal bilidrdok spektruméatol. Az
irodalomban az Andrejev-bilidirdok spektrumét tobbnyire csak a Fermi-energia kozelében, tn. Andrejev-
kozelitésben hataroztidk meg. Ebben a fejezetben az Andrejev-reflexié hatésat tanulmanyozom bilidrdok
spektrumara, Andrejev-kozelitésen tilmenden. Eredményeinket egy Phys. Rev. B illetve egy Phys. Rev.
Lett. cikkben kozoltik [85,86].

4.1. Bevezetés

El6szor Andrejev mutatott ra, hogy két szupravezetd kozotti normal fém réteg egyrészecske gerjesztései a
retroreflexio miatt diszkrét energia spektrumot alkothatnak [37]. A Bogoljubov—de Gennes-egyenletbdl [34]
kiindulva de Gennes és Saint-James egy szupravezet6hoz csatolt normal fém gerjesztési szintjeit vizsgalta
[111]. A ’90-es években sokan tanulmanyoztak kiilonb6z6 geometriaju SN rendszereket [20,21,110,112-116]

// Vs

4.1. abra. Példak Andrejev-bilidrdokra; a ferdén vonalkazott részek szupravezets tartoméanyokat jelolnek.

és SNS (Josephson) kontaktusok kotott allapotait [117-119]. Ezekben a cikkekben a vezetSképességet, az
allapotszdmot — adott energia alatti energia-sajatallapotok szama —, az éllapotsiirtséget (DOS) — adott e
energia ¢ kornyezetében p(e)d allapot talalhatd —, vagy a lokalis allapotstirtséget (LDOS) — a Green-fiiggvény
képzetes része — vizsgaltdk. Hoppe és munkatdrsai egy félvégtelen normal és félvégtelen szupravezets sikbol
allo rendszer vezetSképességét tanulményoztak erds magneses térben [120]. Az Andrejev-bilidrdok spektruma
jelentGsen kiilonbozhet attol fiiggden, hogy a normal tartoméany klasszikusan kaotikus vagy integralhatd
[20,114-116]. A véletlen matrix elmélet (RMT) alkalmazasaval megmutattak, hogy a klasszikusan kaotikus
normadl tartoméany esetében a hibrid rendszer allapotstiriiségében egy mini-gap taladlhat6, mig az integralhato
esetben az dllapotstrtség linedrisan indul [20]. Ezekben a munkikban a spektrumot csak a Fermi-energidhoz
kozel szamolték ki, hiszen itt érvényes az Andrejev-kozelités (bGvebben a 22. oldalon), de a spektrum érdekes
jellegzetességeket mutathat az egész energiatartoméanyon. Mar a legegyszertibb doboz alakii geometria esetén
egyenld tavolsagokra elhelyezkedd szingularitasok talalhatok az NS rendszer allapotsirtiségben (DOS) [85],
lasd még a 4.2 abrat.

Az egyik célom ezeknek a szingularitdsoknak vizsgalata az NS hibrid rendszerek allapotstirtiségében. Eh-
hez elGszor kiszamolom az energiaszinteket: a Bogoljubov—de Gennes-egyenletet nem konzisztens kozelitésben
oldom meg tetszbleges, ismert szorasi matrixt normal tartomany és nem tokéletes normal-szupravezets ha-

tarfeliilet esetében. A tovabbiakban ezeket az energiaszinteket és az altaluk meghatarozott mennyiségeket
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4.2. dbra. Egy egyszert Andrejev-biliard (balra) normalt allapotstriisége és dllapotszama (jobbra). Pontozott
vonallal a DOS Fermi-energidhoz kozeli lineéris viselkedése van kiemelve.

egzaktnak fogom nevezni. Az elnevezést az indokolja, hogy nem alkalmazok Andrejev-kozelitést a kisza-
mitdsuk soran. Ha a normadl rendszer szorasi matrixa diagonéalis (a hullamfiiggvények szepardlhatok egy
keresztirdnyu és egy hosszanti hullamfliggvényre az egész normél rendszerben), akkor a kvantalasi feltétel
kifejezhets @, (¢) fazisokkal. Ezek a fazisok az elektronok NS hatarfeliileten kezd6ds és végz6ds palyéja

mentén kiszamolt klasszikus hatéssal kapcsolhatok Gssze.

T6bb szerzé [20,21,114-116] levezette mar az allapotstrtiség Bohr—Sommerfeld kozelitését, és azt talal-
tak, hogy az allapotstirtség kifejezhets a P(s) visszatérési valoszintiséggel (P(s) annak valészintsége, hogy s
hosszisagu at megtétele utan a részecske visszatér az NS hatarfeliiletre). A kovetkez6kben a kvantalasi felté-
telbdl kiindulva djra levezetjiik az allapotstiriiség Bohr—Sommerfeld kozelitését, és analitikus kifejezést adunk
és az NS hatarfeliilet helyzetétol fiigg. Az allapotstriségbeli szingularitasok a P(s)-beli szingularitasok ko-

vetkezményei; masképpen fogalmazva speciilis, klasszikus dinamikabol meghatarozhaté elektronpalyak adjak

meg a kvantummechanikai allapotstirtiségben talalhat6 szingularitdsok helyét.

Az N(F) allapotszamfiiggvény megadja egy kvantumrendszer E energia alatti energiaszintjeinek szamat.
Ez diszkrét szintek esetében egy lépcsésfiiggvény, amely az energiaszinteknél eggyel, vagy a degeneralt ener-
giaszinteknél a degenericio fokaval novekszik. Az allapotszamot fel lehet irni egy sima és egy fluktuélo tag
osszegeként. Ilyenkor a sima részt a Weyl-formula adja meg [121,122]. Az egrakt kvantalasi feltételbgl
kiindulva levezetek egy az NS hibrid rendszerekre hasznalhaté elsérendd Weyl-formulat.

A fejezet felépitése a kovetkezs: bemutatom az dltalanos Andrejev-bilidrd energiaszintjeinek kiszamitéasat
(4.2. alfejezet), a Weyl-formula levezetését (4.3. alfejezet), az allapotstiriiség Bohr—Sommerfeld kozelitését
(4.4. alfejezet), példaképpen minden alpontban részletesen ismertetem a doboz alaku geometria esetét. A 4.5
pontban a korongbiliard [85] és a sarokbilidrd [86] eredményeit targyalom a szamitasok részletezése nélkiil,

végiil a 4.6 pontban Osszefoglalom a f6bb eredményeket.
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4.2. Szekularis egyenlet hibrid rendszerekre

Ebben az alfejezetben egy tetszéleges alakt, kétdimenzids, normél elektrongéz rendszer félvégtelen szupra-
vezetd cs6hoz illesztését mutatom be. Az energiaszinteket az illesztés soran kapott egyenlet megoldasaként
lehet kiszdmolni. A normél rendszer — a 4.3 &dbrén lathato modon — egy W szélességli nyakkal csatlakozik
a szupravezet6hoz. A nyak hosszisaga tetszoleges lehet, konkrét esetben akir nulldhoz is tarthat. Ebben a

nyakban és a szupravezets cs6ben megegyeznek a keresztiranyu hullamfiiggvények:

2 | nmy

Xn(y) =1/ o si

7 S (4.1)

Feltételezem, hogy a normél tartomany kizardlag a nyak felé nyitott, és a nyaknal ismert a reflexios amp-

litiudo a keresztiranyd hullamfiiggvények bazisdban. A tokéletlen normél-szupravezets hatarfeliiletet alag-

4.3. abra. A vizsgalt rendszerek illusztracioja: egy zart normal fém tartomény egy nyakkal kapcsolodik
a szupravezet6hoz. A nyilak az dltalanos megoldas egyes komponenseiben a sikhullamok haladasi iranyat
szemléltetik.

utpotenciallal valamint a két tartoményban eltéré Fermi-energiaval és effektiv tomeggel lehet figyelembe
venni [123]. Az alagitpotencialt, mivel csak egyetlen paraméterrel akarom jellemezni, Dirac-deltaval mo-
dellezem: V(x,y) = Upd(z) [39]. A szupravezets A(r) parpotencial allando Ay a szupravezetGben, zérus a
normél fémben, és a Bogoljubov—de Gennes-egyenletet a 2. fejezetben bemutatott lépcséfiiggvény kozelités-

ben oldom meg. A hibrid rendszert a kévetkez6 BdG-egyenlet irja le:

Ho(r)  A(r) _
( Al —Ho(r) ) U(r) =e¥(r), (4.2)

ahol ¥(r) az elektronszert és lyukszert allapotoknak megfelel§ kétkomponenst hullamfiiggvény, Hy(r) =

p?/2m(r) — pu(r) a szabad egyrészecske Hamilton-operator, és ahol az effektiv témeg m(r) = my illetve

)

m(r) = mg, a Fermi-energia pedig pu(r) = El(;N) illetve p(r) = EI(;S rendre a normadl illetve a szupravezetd

tartomanyban. A BdG egyenlet altalanos megoldésa a szupravezetSben (S) illetve a normal nyakban (N) a
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fent leirt feltételek mellett:

T (g Zn: [(% —zqn xb(e) n (71h> xb(h)] o (y) (4.3a)
AERTEDY ) i )+ <1> a e (4.3b)
m 0 k(e
<O> 2 “”’+<O> _lk(h) | o),
Q) 1 k(h)

)2 és g (e) = [qﬁe) (e)} rendre az elektronszert illetve lyukszerd ger-

ahol ¢\ (e) = k) [1 4+ in — (1T
q () F n (k(FS)W

. . . . . L e2—A2 ,
jesztések hullimszamai a szupravezetGben, bevezetve az n = Y o-0 a y, = —20 __ ¢ésa g, = 7}
By e—y/e2-AZ

iq(e)a} i iq(h)x
jeloléseket. A szupravezetd cso}’)en csak a ve%telenben lecseng6 megoldasokat: e~ “dn " és e tartot-
tuk meg, a felrobbanokat: e'dn” % és _an T elhagytuk. A normél nyakban a hullimszam elektronra

k) (e) = k'l(;N) 1+ (N) - (%)2 mig lyukra kY )(5) = kgf)( e) teljesiil. A ¢, () e ), ) es )
F

egyiitthatokban e,h rendre elektron illetve lyukszerd megoldést jelol, mig a +,— az altalanos megoldasban
az exponencialisbeli elGjelet jelzi. Az egyiitthatok jelentését a 4.3 abra szemlélteti. A reflexios amplitudo a
kovetkez6 kapcsolatot adja kdzottiik:

(e,—) S 0 (e;+)
c _ o(e) c ’ (4.4)

ch®) 0  Si(—e) ch-)
ahol a c(&1), ¢(=) ble) &5 b(" vektorokat rendre a c(e +) c%h ), bgf) és be‘) egyiitthatok alkotjak, tovabba
So(e) a normal rendszer reflexios amplitudoja adott Er + € energian. Ekkor S§(—¢) irja le a lyuk szorasat.

Valasszuk az NS hatarfeliiletet az x = 0 pontban. Itt a hullamfiiggvénynek és derivaltjanak folytonossagi
feltétele tovabbi egyenleteket ad:

(V) = vl (4.53)
=0 =0
d m
4 gV _ N g(8) = 2Ny, o) 4.5b
o (-2 e (4.5b)
ahol WM (2) = [dyx:,(y) P/ (z,y). Behelyettesitve a hullimfiiggvények (4.3a) és (4.3b) alakjait
a (4.5a) egyenletbe.
L [oed) oo (©) ()
{cn’ + P } = by + b, (4.6a)
Ve
1
— {c%h’ﬂ + c;hﬂ} = b 4 ph), (4.6b)
VD
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amibdl a (4.4) osszefliggeést felhasznalva cgf ) és c$f’ +) eliminalhato, zérusra rendezés utan:

—_

— 1+ 80 cf = b =l = 0 (4.7a)
eyl

egyenletek kaphatok. Teljesen hasonldan a (4.5b) egyenlethdl az alabbi adodik:

e e 2mnU ) 2mn U .
0 =ik [1-So(e)],; e+ (— UL mN%qff)> b + n (— e mNZ«Jfﬁ’) by (4.8a)
mgs h ms

7]

[1+S5(—e)],, ™ =& —pM = 0 (4.7h)

nl

. (n . h,— 2mnUo . MmN . (o . 2mnUp  mn .
0=—i\/k [1—S5(—e)l,, cl( ) + (— 2 + m—szq,(l )) b + (— R mszq,(lh)) bW, (4.8D)

Bevezetve a K© = §,,,\/ k&, K" = 5nm\/k7(lh) . Q) = 6,m¢" valamint QW = [Q(e)]* hullamszam
matrixokat, a kovetkezs matrixokat definidlhatjuk:

D.(e) = K [1+So(e)] (4.99)
Dy(e) = KW 1+ 8;(—e)] (4.9b)
D (e) = iK [1 - Sy (c)] (4.90)
D) () = —iK®™ [1 — S(—¢)] (4.9d)

B1 = B2 =-1 (4 99)
B/ (c) = 2th2U° 1+ i%’Q@ (4.9f)
By(e) = 20 N, (4.9%)

h ms

Ezt a jelolést felhasznalva a (4.7a), (4.7b), (4.8a) és (4.8b) egyenletek egy 4 X 4-es hipermatrix alakban

irhatok fel:
De 0 ’YeBl ’Yth c(e,+)

0 D, By By ch-)
D, 0 7B} wB,|| b
0 D, B, B, b

=0. (4.10)

A (4.10) egyenletnek akkor vannak nem-trivialis megoldasai, amikor a matrix determinéansa zérus. Ebbdl
a feltételbdl egyenletet kapunk e-ra, amit megoldva megkaphatok a rendszer sajatenergiai:

D. 0 veB1 B2

0 D, B, B
X = det bt > | =o. (4.11)
D, 0 7B} mBj

0 D, B, B,
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Ez utobbi egyenletet nevezem szekularis egyenletnek. A (4.10) egyenlet felfoghato sajatérték problémaként is,
ekkor a zérus sajatértékhez tartozo sajatvektorokat keressiik, és ez ad feltételt az ¢ lehetséges sajatenergidkra.
Kiszéamolva a sajatvektorokat is, a (4.6a) és (4.6b) Osszefliggéseket felhasznélva a hullamfiiggvény (4.3a) vagy
(4.3b) alakjaba behelyettesitve a hullamfiiggvény a szupravezetGben vagy a nyakban meghatéarozhato.

hasznalva a 4M x 4M-es matrix determinénsa helyett elegends a kovetkez6 M x M-es determinansokat

7B} mB) B D, 0 D;' 0 YeB1  Ba
B, B, 0 Dy 0 D;! B, B,

kiszamolni:

X = det D. 0 det
0 D,

B, - D,D;'B B, - D,D;'B
— det D, det Dy, det | (51 7 DeDe Br) By DD Ba)l (4.12)
B, -D,D,'B,  B,-D,D;'B;
= det D, det Dy, det(B), — D}, D; 'By) det (75(B'1 -D/D_'B;)-
— 1(B5 — D,D; 'By) (B} — D;,D;,'By) ! (B} — DD 'By)), (4.13)

ahol kihasznaltuk, hogy det D, # 0, det D, # 0 és det(Bj — D}, D; 'By) # 0. Ezek feltételek a trivialis ese-
teket illetve a normal rendszer szintjeit zéarjak ki, ezért altalaban (4.13) helyett elegendd az aldbbi egyenletet

megoldani:

0= det (1 - (B, - D!D;'B,)"}(B, - D.D,'B,)(B} - D;D;'B,) " (Bj - D;Dngn). (4.14)
Ve

Az energiaspektrumot a (4.14) nemlinearis komplex egyenlet megoldasai adjak. Abban az esetben, ha
Dy(e) = [De(—¢)]", D) (e) = [DL(—¢)]" valamint Bj(e) = [B}(—¢)]" teljesiilnek, a szekuléris egyenlet
egy ekvivalens valés egyenletté alakithato at. Ezek a feltételek ezt jelentik, hogy a zart csatorndk a nor-
mél tartomanyban lecsengenek, vagy legalabb nem keverednek a nyitott csatorndkkal. Evvel a feltétellel

bevezetve az

Sei(€) = (B} — DD 'By)"!(B; — D;D_'By) (4.15)

effektiv szorasi matrixot, a szekularis egyenlet:

det (1 — TS () ;ﬁ(—g)> =0, (4.16)

e

alakba irhato [125].

Ha a rendszerben idétiikrozési szimmetria teljesiil (nincsen kiils6 mégneses tér), akkor az Sg reflexios
amplitid6é matrix egy szimmetrikus matrix. Ebb6l és Sy unitaritasabol kovetkezik, hogy 1 = SOS(]; =
So(ST)" = 8¢S;. Ezt felhasznalva belathato, hogy D/ D! valos matrix:

(D) = ~iK () [1 - 850 {KO @) ' 1+ 85)]) =
= —iK© [So(e) ~ 1] S5()[(So(e) + 1)S(e)] 'K =K [1 = So(e)] [1 + So(e)] 'K = DD
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Teljesen hasonléan belathato, hogy D} D; " is valos matrix, tovabba Bj () = [B)(e)]" és 4, = 77, ezenkiviil
B/ (e) és Bi(e) e paros fiiggvénye. Ezeket figyelembe véve lathato, hogy a (4.12) determinans olyan ala-

*

ka, hogy a maésodik oszlop az elsé komplex konjugaltja; det (Z Z* , amely tulajdonsagot felhasznalva a

determinans a kovetkezd modon fejthets ki:

det (Z Z) = det b* det(a — a*b*~'b)

— det bdet b* det {ab*1 . a*b*_l}

= det bdet b* det [2iIm{ab'}] .

Esetiinkben det b # 0 teljesiil, ezért a (4.11) szekularis egyenlet a kovetkezd valos egyenletté irhato at:

det [Im {ab™'}] = det |Im {~, (B} ~D,D;'B:) (B} - D;D;'B1) '} =

= det [Im {% (B!D, + D) D 'D,,(B,D,, + D;l)*l}} = 0. (4.17)

Konkrét alkalmazaskor ellendrizni kell, hogy teljesiilnek-e az utolsé atalakitésok feltételei, és aszerint
eldénteni, hogy a (4.13), (4.14) vagy (4.17) egyenletek koziil melyiket célszeri alkalmazni.

4.2.1. A dobozbiliard szekularis egyenlete

Alkalmazésként tekintsiik a legegyszertibb rendszert: egy W vastagsagu, d hossziusagu, egyik végén lezart cs6-
darabot csatlakoztassunk a szupravezet&hoz, ebbdl igy egy olyan doboz lesz, aminek egy oldala szupravezetd.

A normaél tartomany reflexiés amplitudodja:

ahol k,, (¢) a nyakban definialt hullamszam. Mivel Sy diagonalis, a (4.9a-4.9g) kifejezésekkel definialt matrixok
mind diagonéalisak. Mivel nincsen magneses tér, valamint nyitott és zart csatornak kozotti keveredés, elegends
a (4.17) valos determinans zérushelyeit keresni. Diagonalis matrix determinansa a diagonélisban talalhato
elemek szorzata, ezért az egyes elemek zérushelyei lesznek a determinéns zérushelyei. Azaz minden lehetséges

n-re a kovetkezs kifejezés zérushelyeit kell megkeresni:

7 — i) + K ety (k)

Im Ye )
Z —imegl) + kM ctg (kﬁﬁ))

(4.19)

ahol Z = 2%”}' Uy. A fenti kifejezésben a tortet a nevezd komplex konjugaltjaval alul-feliil beszorozva egy

szimmetrikus alakra hozhaté, mikézben a zérushelyek valtozatlanok maradnak, mert a nevezs abszolitértéke
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csak azokon az energidkon zérus, ahol a nyitott csatornak szama valtozik (nyitasi pontok):

Im {%D;@ ()D™ (s)} =0, (4.20)
ahol
D7(le/h) ) =2ZF i%%(f/h) (e) + kgle/h) (e)ctg (k}(f/h) (5)> . (4.21)
S

Megjegyzem, hogy a levezetés soran kihasznaltam, hogy det D (./5) # 0 azaz sin k,&e/h)d # 0 teljesiil. Azok az
energidk, ahol ez a feltétel nem teljesiil, éppen a normal doboz Dirichlet-hatarfeltétellel vett szekularis egyen-
letének a megoldasait adjak vissza, tehat az NS rendszer szintjei szempontjaboél érdektelen pontokat hagyunk
el. A (4.20) egyenlet numerikus megoldasaval megkeresett energiaszintekbdl kiszamolt N(F) éallapotszam

a 4.2 abran fekete vonallal lathato.

4.3. Weyl-formula hibrid rendszerekre

Zart rendszerekben az N(FE) allapotszam azoknak az allapotoknak a széma, amelyek energidja kisebb vagy
egyenls E-vel. Az allapotszam energia szerinti derivéltja az allapotstriség (DOS). Az éllapotszam sima
részét N(E) egy iiregrezonator esetében Weyl vezette le elGszor [121], részletesebb lefrast a [122]-bal vettem.
N(E) vezets tagjat a ©(E — Hy(p,r)) egész fazistérre vett integralja adja ho-tel leosztva, ahol d a rendszer
dimenzibja. Itt © a Heaviside-(lépcss-)fliggvény és Hyy a megfelels klasszikus rendszer Hamilton-fliiggvénye.

Kétdimenziés normal rendszerre az allapotszam sima része:

N(E) = % / A2pd2rO(E — Hu(p,r)). (4.22)

Ezek szerint a A szupravezet gapnél kisebb e energidju Andrejev-allapotokhoz meg kell probalni klasszi-
kus Hamilton-fiiggvényt definialni, és abbdl az allapotszam sima részét a (4.22) képlet szerint kiszdmolni.
Egy alternativ eljarassal az allapotstrtség kiszamolhato a szekuléris egyenletbdl kiindulva [126,127]. A to-
vabbiakban meghatarozom a szeparalhaté (diagonélis) NS hibrid rendszerekre vonatkozo Weyl-formulat a
szekularis egyenletbdl kiindulva.

Ha a normal rendszer szorasi matrixa diagonalis, akkor a (4.17) szekularis egyenlet mindig (4.20) alakra
hozhato, és Dﬁﬁ)(e) = [B] *D;Dngl]mm illetve D" (e) = [B) fD;LD,:lBg]mm lesz. Tetsz6leges m
kvantumszam esetén definialhaté az NS rendszer ®,,(¢) sajatfazisa:

[D9E)] /D9E) = @, (1.29

amelyrdl feltessziik, hogy € monoton névekvd fiiggvénye. A (4.20) szekularis egyenlet tovabb egyszertsithets:

D,,(¢) — D, (—€) — 2arccos Ai = 2nm, (4.24)
0
aholn =0,£1,42,--- . A (4.24) egyenlet az NS rendszer nagyon egyszerd kvantalasi feltétele. A megoldasai

hatarozzak meg a Ay szupravezeté gap alatti e,,, energiaszinteket. Ez az egyenlet kedvezd kiindulépont
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az allapotstiriség és az allapotszam sima részének kiszamol4dsdhoz, de numerikus szdmolasokhoz altalaban
kedvezébb a (4.17) egyenlet alkalmazasa.

Az allapotstirtség definicio szerint p(e) = ZM(s)

et > 8(e—Emn), ahol M (¢) a keresztm6dusok szdma —

azon megoldasok szama, amelyhez valos longitiudinélis hullamszam tartozik — adott € energian. Felhasznélva

a (4.24) egyenl6séget az NS rendszer allapotstiriisége:

M(e) 00
@= 3 %52 3 s ) (4.25)

ahol 27 F,, () = @, (¢) — @y, (—€) — 2arccos (e/Ag). Mivel a &,,(g) sajatfazis az € monoton novekvd fiigg-
vénye, a dF,,(g)/de derivalt pozitiv lesz, ezért az abszolutérték a (4.25) egyenletben elhagyhato. A masodik

Osszegzést Poisson-Osszegzés [122,128] segitségével elvégezve:

M (e)

oo =y Hnld)

m=1

1+2 Z cos(2mkF,(g))
k=1

. (4.26)

Az allapotstiriiség két részre bomlik: sima illetve oszcillalo részekre, a (4.26)-beli k = 0 illetve k& > 1 tagoknak
megfelelGen. Csak a sima tagot megtartva a Weyl-formula — az allapotszam sima része — az allapotstriiség

energia szerinti integralja lesz:

M(e)
N(e) = % Z [ (g) = Pr(—2)] + M(e) <; - %arc cos Ag> . (4.27)

Ez az NS hibrid rendszerre vonatkozé6 Weyl-formula vezeté rendben. Hasonloéan jartak el Schomerus és
Beenakker [115] Andrejev-biliardok &llapotstirtségének Bohr—Sommerfeld kozelitése soran. Ahhoz, hogy a
Weyl-formulara analitikus kifejezés adodjon, a (4.27) egyenletben a keresztmodusok szama szerinti 6sszegzést
integralasra kell cserélni |127]. Lathatoan a Weyl-formula a (4.23) definici6 szerinti ®,,(g) sajatfazisokkal
van kifejezve. Megjegyzem, hogy emiatt a fenti Weyl-formula csak szeparalhaté norméal-szupravezetd hibrid

rendszerekre alkalmazhato.

4.3.1. Weyl-formula dobozbilidrdra

Alkalmazasként forduljunk ismét a legegyszeriibb rendszerhez, és egyszertsitsiink még rajta; tegyiik fel, hogy
tokéletes az NS felilet, azaz Z = 0 (Uy = 0), my = mg és EI(;N) = Eés)! A jeldlés egyszertsitése érdekében

kp = kl(;N) = kés) és Fp = El(;N) = El(;s). A (4.21) és (4.23) egyenletekbdl Andrejev-kozelitésben (Ag/Er < 1

miatt k,(,f) = qﬁﬁ) kivéve ha a hullamszam exponensben jelenik meg) meghatarozhatjuk a sajatfazisokat:

®,,(e) = 2k{9d. (4.28)
Ebbdl a (4.24) kvantalasi feltétel:

(k,(,f) - kﬁf)) d = nm + arccos (g/Ay). (4.29)
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Megjegyzem, hogy ez az eredmény levezethet§ a Bohr—Sommerfeld-kvantalasbol is. Valdjaban hd,,(e) az
x tengellyel parhuzamos, a szupravezets és az & = d merevfal k6z6tti elektronpalya mentén kiszamitott

klasszikus hatés.

Ahhoz, hogy analitikus kifejezést nyerjiink a Weyl-formuléara, a (4.27) egyenletben az Gsszegzést integra-

lassal kozelitjiik:

N(e) = %p(N)EFg(EiF) + My, % - %arc cos (e/Ao) |, (4.30)
ahol
g(x) = v2z(1 —2) 4+ (1 + x)arcsin/(1 —z)/(1 + x) — g(l —x), (4.31)

és p\N) = 2mA/(4nh?) az A = Wd teriiletd izolalt normal elektrongéz rendszer allapotsiirtisége. Itt M)
a nyitott modusok szama a lyukszerd kvézirészecskére: M) = [kpW/ wm], ahol a szogletes zarojel
az egeészrész-fiiggvényt jeloli. = < 1 (tipikusan < 0,1) esetén g(x) ~ mx, ebbdl az Andrejev-allapotok
szamanak sima része N (6) ~ 2epM). Az elektronszert és a lyukszert kvazirészecskék egyenld ardnyban
jarulnak az allapotsiirtiséghez, emiatt van a Weyl-formuldban a kettes faktor. A (4.4) abran lathato az
egzakt allapotszam, valamint a Weyl-formula (4.27) Osszegzéses illetve (4.30) analitikus alakja. Az egzakt
allapotszam a Weyl-formulabol kapott érték koriil oszcillal; az analitikus kozelités csak a szupravezets gaphez
kozeli energian tér el jelentGsen az egzakttol.

800

N(e) —— Egzakt ”

- - - Weyl 6sszeg S
600 |- 8
—— Weyl analitikus

400 1

200 1

0 Il Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

E/AO

4.4. adbra. A szekularis egyenletbsl meghatérozott — egzakt — allapotszam (feketével), a Weyl-formula (4.27)
Osszeg alakja (kékkel), illetve a (4.30) analitikus kozelités (pirossal) NS dobozbilidsrdban. Az egzakt &lla-
potszamban fodrozodasok lathatok. A Weyl-formulak elég jol kozelitik az egzakt eredményt, csak a tarto-
many egyhez kozeli részén romlik el az analitikus kozelités. A paraméterek d/W = 3, kpW/m = 87,9 és
Ao/Ep = 0,02.
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4.4. Az allapotstirtiség Bohr—Sommerfeld kozelitése

Az N(e) egrakt allapotszamban bizonyos energidknal fodrozodasok lathatok (példaul a 4.4 abran 0,085;
0,25; sth. energidknal). Ezeken a helyeken az allapotsiirtiségben szingularitasok vannak. A cstcsok egyenld
tavolsagokra helyezkednek el az energiatartoményban. Hasonlé szingularitasokat talédltak de Gennes és Saint-
James [111] vagy Ihra és munkatdrsai[116] NS hibrid rendszerek, Lodder és Nazarov Andrejev-biliardok [114],
Sipr és Gyorffy pedig SNS rendszerek [129] allapotstiriiségében. Ebben az alpontban ezen szingularitasok
eredetét vizsgalom meg.

Tobb szerz6 [20, 114-116] levezette mar az allapotstrtiség Bohr—Sommerfeld kozelitését normél—

szupravezetS hibrid rendszerben:

pBs(e) = M/OOO dsP(s) i ) <5 - (n+2)7rhvp> , (4.32)
n=0

S

ahol M a normaél bilidardhoz csatolt szupravezets cs6beli nyitott csatorndk szama, P(s) a visszatérési valo-

szintiség — annak valészintisége, hogy egy klasszikusan pattogd részecske s Ut megtétele utan tér vissza a

normal-szupravezetd hatarfeliiletre. A (4.24) szekularis egyenletbdl kiindulva djra levezetem a (4.32) egyen-

letet, és kozben P(s)-re is adok Gsszefiiggést a ®,,(g) sajatfazisok fiiggvényében. P(s)-ben kiilonbozs s-eknél

szingularitasok fordulhatnak eld, amikkel meg lehet érteni az allapotszamban talalt fodrozddéasok szerkezetét.

A (4.24) szekularis egyenlet megoldasai adjak a NS hibrid rendszer diszkrét energiaszintjeit. Mivel e < Ay

és altalaban Ay < EF is teljesiil, az € szerint els6 rendig sorba fejtett (4.24) szekularis egyenlet megoldésai:

n+i)rw

Enm = <Q>/'m,(20)), (4.33)

ahol @/ (0) a ®,,(¢) € szerinti derivaltjat jeloli a Fermi-energidn (¢ = 0), m = 1,2,..., M pedig az M

darab keresztmodust indexeli. A (4.33) kifejezésben a szekularis egyenlet Andrejev-reflexionak megfelels

arccos (e/Ap) tagjat az ¢ — 0 hataresetnek megfelels 7/2-lel helyettesitettem. Kés6bb megmutatom, hogy
a sorfejtésben az arccos (¢/4Ay) tagot figyelembe véve milyen modositasokra lesz sziikség.

Induljunk ki az allapotstirdseg p(e) = > o, 2%21 0(e — enm) alakjabol! Behelyettesitve e, (4.33)

alakjat, végezziik el a kovetkez6 azonos atalakitast:

© M n 1 TV
pe)=>"3" /dsa <g - (HS)FLF> 5 (s — hwpd’, (0)). (4.34)
n=0m=1

Diracdeltara teljesiil a & (f(z)) = |f' (z)]| "0 (# — xo) egyenléség, ahol f'(x) az f fiiggvény x szerinti deri-
valtja, és xg az az egyetlen pont, amire f(xg) = 0. Ezt a méasodik Diracdeltara alkalmazva:

o M *
o(e) = Z/d55 (E _ W) 3 _Om—m7) (4.35)
n=0

2= | 99,00

‘m:m*

ahol m*-ot a (4.38) egyenlet hatérozza meg. Az m szerinti Gsszegzést a Poisson Osszegzési szabaly segitségével
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elvégezve:
. (n+1)h = MR :
p(g):Z/ds(; e o)) 5~ / g =m")  iorkm (4.36)
n=0 5 k=—o0 1/2 M‘

Csak a k = 0 nem-oszcillalé tagot tartva meg, az m szerinti integral elvégzése utan megkapjuk az allapot-
stirtiség (4.32) Bohr-Sommerfeld kozelitését, és leolvashatjuk a P(s) visszatérési fliggvényt a sajatfazisokkal

kifejezve:
P(ts)i@(M—m*)@(m*fl) (4.37)
B 021, (0) ’ ‘

m=m*
ahol az s-fliggé m* eleget tesz a

hog @ (0)] =5 (4.38)

m=m*

egyenletnek, O(z) a Heaviside-lépcsofiiggvény, valamint kihasznaltam, hogy m* egész és 1 < m* < M.

Végrehajtva a (4.32) egyenletben az s szerinti integralast:

MOO

pes(e) = — ;}sn(E)P(Sn(d% (4.39)
ahol .
+35)mh
sn(e) = w (4.40)
Az allapotszam az allapotstiriség energia szerinti integralja, azaz:
€ 00 o0
Nas(e) = / de'pps(e) = MY / dsP(s). (4.41)
0 n=0 s (e)

A fontos, 4j eredmény itt az, hogy a (4.37) egyenletben P(s)-t kifejeztiik a ®,,(e) sajatfazisok segitségével.
Belathato, hogy az igy definialt P(s) s szerinti integralja 1, azaz a visszatérési valosziniiség egyre normalalt.
Megjegyzem, hogy korabban azt talaltuk, hogy /®,,(0) a klasszikus hatéds egy Fermi-energiaval rendelkezd
elektronra a szupravezetd hatarfeliileten torténd két reflexio kozotti palya mentén. A hatéds energia szerinti
derivéltja a repiilési id6, amit a vp Fermi-sebességgel beszorozva a palya hosszat kapjuk meg, azaz hvp®’, (0),

ami megegyezik a korabban a (4.38) definicioval 6nkényesen bevezetett s-sel.

Most vegyiik figyelembe az arccos (¢/4g) tagot elsérendben a szekularis egyenlet sorba fejtésekor:

n 1 ™
arccos (¢/Ag) ~ 7 — &' A (4.33) energiaszintek most: €, = % alaktak. Evvel a fenti elja-
m A
ras megismételhets, és az adodik, hogy az allapotsiirtség ’
() v Eoo (sn(€) + o) P(sn(e)) (4.42)
== Sn sn(€)), .
PBS - 0

n=0
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ahol & = hALg a szupravezet6 koherenciahossz, valamint

sn(e) = T (4.43)

lesz, ahol a szogletes zardjelben felismerhetd az arccos (e/Ag) tag sorfejtése. Az allapotstiriiséget energia
szerint integralva azt talaljuk, hogy az allapotszamra véaltozatlanul a (4.41) osszefliggés érvényes. A teljes
spektrum vizsgalatakor az € &~ A esetet is kezelniink kell, és ekkor az arc cos (/) elsdrendi sorfejtése sem
kellen pontos mar, de annak eredményébél kiindulva probalkozzunk a kdvetkezs kozelitéssel: helyettesitsiik

az els6rendd [% — Ai} kifejezés helyére az Andrejev-reflexié miatti energiafiiggd faziseltolas eredeti alakjat:
0

(n + %arc cos (ﬁ)) ﬂth'
5 !

sn(e) = (4.44)

Az éllapotszamot valtozatlanul a (4.41) Gsszefiiggésbdl hatarozhatjuk meg, mig az édllapotsiirtséget kiszé-

mithatjuk az allapotszam derivaltjaként:

pps(e) = dgfs = % > {sule) + 5—02 P(sn(¢)). (4.45)
n=0 1—(/Ao)

Megjegyzem, hogy a (4.45) eredmény az itteni feltételezéseknél altalanosabb esetben is levezethetd [130],
akkor is, ha a szekularis egyenlet nem irhat6 fel a ®,,(¢) sajatfazisokkal. Akkor P(s)-re (4.37)-hez hasonléd
analitikus alak nem adhato, de P(s) geometriai megfontolasokkal, vagy numerikus modszerrel meghataroz-
hato.

Tegyiik fel, hogy az s - P(s) visszatérési hossz valamely s%"& pélyahossznal szingularis. Ekkor a (4.43)
egyenletbdl megadhatjuk azokat az energidkat, amelyeken P(s,(¢)) és emiatt ppg(e) allapotstiriiség szingu-

laris:
Eszing _ (n + 1/2) m

=TT A 4.46
n 1+ SSZlng/€0 0 ( )

ahol n tetszéleges egész, amelyre teljesiil, hogy 578 < A,. Ebbdl a kifejezéshél latszik, hogy a szingu-
laritasok egyenls tavolsdgokra helyezkednek el egyméastol, és az egész 0 < ¢ < Ay energiatartomanyban

megtalalhatok. P(s) analitikus alakja, ezaltal az allapotstriségbeli szingularitasok elhelyezkedése az izo-

normal-szupravezets hatarfeliilet esetén alkalmazhato.

4.4.1. NS dobozbiliard

Alkalmazzuk a Bohr—Sommerfeld kozelitésiinket a korabbiakban mar megismert példara, az NS dobozbili-

ardra; megint csak a tokéletes hatarfeliilet esetét tekintve, legyen Z = 0 (Uy = 0), kp = k(FN) = kl(;s) és
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Ep = El(;N) = EI(?S)! Korabban kiszamoltam mar a dobozbilidrd (4.28) sajatfazisait. Ezeket felhasznélva:

B, (c) = 2kynd = Qde\/ 1+ = - ( mr )2 (4.47)

Er kpW
on= it (i-(5)) e o
ahol a (4.48) kifejezés az s definicidja, amibdl:
k’;‘; —J1— (QSd)Q. (4.50)

Behelyettesitve ezeket a P(s)-re kapott (4.37) Osszefliggésbe azt talaljuk, hogy
4d?
i (2

ahol O(s — smin) az s (4.48) definiciojabol kovetkezik, és sy = 2d (1 — #)_1/2, ahol M = 52W 4 kereszt
modusok (csatorndk) szama. Ha sok modus van a rendszerben, akkor M >> 1 miatt sy, = 2d adodik. Ez

P(s) = O(5 — Smin); (4.51)

szemléletesen a szupravezetd hatarfeliilet és a szemkdozti fal kozotti pattogasnak felel meg. Szabad részecskék
egyenesek mentén haladnak, és a normal hatarfeliileteknél normal reflexiot szenvednek el. Ebben a képben
nem is lehet olyan 2d-nél rovidebb pélyat elképzelni, amely az NS hatarfeliilleten kezd&dik és ugyanott
végzédik. Az A fiiggelékben megmutatom, hogy P(s) kiszamolhato tisztan geometriai megfontolasok alapjan

is [131], és ugyanezt a kifejezést kapjuk.

Vegyiik észre, hogy s - P(s) szingularis az Sg,ing = 2d pontban, ezért az allapotsirtségben a (4.46) ener-
gidknal szingularitas lathato, mig az integralt allapotstiriiségben, azaz allapotszamban ezekben a pontokban
kezd6dnek az ujabb fodrozddésok. A 4.5 abran az allapotszam és az allapotstirtiség lathatd egy doboz
alaki Andrejev-biliard esetén. A (4.46) képletnek megfelels szingularis energidkat a tengelyen kereszttel
megjeloltem. Az abran feltiintettem a szekularis egyenlet numerikus megoldasaként kiszamolt energiaszin-
tekkel késziilt lépcesofiiggvényt, valamint annak kiilénb6z6 rendd Bohr—Sommerfeld kozelitéseit. A kiilonb6z6
Bohr-Sommerfeld kozelitések az Andrejev-reflexiobol szarmazé arc cos (e/A) fazis figyelembevételének felel-
nek meg; ,BS 0.rend” a (4.40) nulladrendt (arccos (¢/Ag) = 7/2), ,BS 1l.rend” a (4.43) els6rendd kozelités,
végiil ,BS” a fazis egzakt tekintetbe vételével kapott (4.44) szerinti eredmény. Az abrén jol lathato, hogy
a nulladrendd kozelités csak kis energidkon ad jo eredményt, az 1. rendi korrekcié mar csak az energiatar-
tomany legtetején romlik el, mig az Andrejev-reflexio fazisaval szamol6 eljards az egész tartoményon kivalo

egyezést mutat a kvantummechanikai szamolas eredményével.

Az energiaszintekb6l numerikus derivalassal meghatarozhato az allapotsiriség. Ha elég sok szintet is-

meriink, akkor az energiatartoméanyt egyenlS intervallumokra oszthatjuk, és Osszeszamolhatjuk az egyes
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4.5. abra. A normaél-szupravezets hibrid doboz allapotszama és allapotstrtsége. Az egzakt allapotszam
(feketével), a 0-ad rendd Bohr-Sommerfeld kozelitése (zolddel), az 1. rendd (kékkel), és az Andrejev-reflexio
fazisat figyelembe vevs kozelités (pirossal). Balra fent: egy torési pont nagyitasa. Jobbra lent: az egzakt
normalt allapotstriség (feketével) és Bohr-Sommerfeld kozelitése (pirossal). A paraméterek d/W = 1,3,
ICFW/ﬂ’ = 171,8 és Ao/EF = 0,025.

intervallumokba esé energiaszintek szaméat. Az igy kapott szdmok ardnyosak lesznek az intervallum kézepé-
hez tartozé allapotsiirtiséggel. Norméalas utan a numerikus derivilassal szamolt allapotsiriség Osszevethetd
az allapotstiriség (4.45) Bohr-Sommerfeld kozelitésével. Az allapotstiriséget a megfelels A teriiletd normal
biliard allapotstirtségének kétszeresével normaltam. A kétszeres faktor az elektron-lyuk kettGz6dés miatt

1ép fel; DOS = p;;(g?, ahol pN) = 2 A "ha A a normal biliard teriilete [24].

4.5. Eredmények

Az el6z6ekben bemutatott modszerek a dobozbilidrdnél bonyolultabb és érdekesebb rendszerekre is sikeresen
alkalmazhatok. Az egyik ilyen rendszer a korongbiliard [85], ahol a két koncentrikus kor kozotti tartomany
normal fém, és a bels6 koron beliil helyezkedik el a szupravezets. Ez a rendszer polarkoordinatakban a do-
boz geometridji rendszerhez hasonléan szeparalhaté, a szérasi matrixa diagonélis, igy meg tudjuk hatarozni
a sajatfazisokat, Weyl-formulat adhatunk ra és a visszatérési valoszintséget is kiszamolhatjuk. Végil egy
nemdiagonalis esetet is bemutatok, a sarokbilidrdot vizsgalom meg [86]. Ez egy haromsz6g alaku tartomany-

bol és egy nyakbol all, amely akar zérus hosszusagu is lehet. A P(s) ebben az esetben nem hatarozhaté
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meg a (4.37) képlettel, ugyanis mar a sajatfazisok sem definidlhatok. Geometriai megfontolasokkal mégis
meghatarozhatjuk a visszatérési valészintiséget, amit az allapotsiiriséggel Osszevetve azt talaljuk, hogy a

spektrumban megjelené mini-gap a leghosszabb lehetséges palyék hosszusagaval all kapcsolatban.

a.) b.)

P\

4.6. dbra. NS hibrid korong- (a.) és sarokbiliard (b.) rendszer, a jellemz8 paramétereikkel.

4.5.1. Korongbiliard

A 4.6a abran lathatoé korongbilidrd rendszer t6bb szempontbél hasonlé a korabbiakban mintarendszerként
hasznalt dobozbiliardhoz. Ha (r, ¢) polarkoordinatédkban irjuk fel a rendszert, akkor a hullamfiiggvény szepa-
ralhato; a transzverzélis hullamfiiggvények MY alakiak az egész rendszerben, mig a longitudinalis (radilis)
hullamfiiggvények Bessel- és Neumann-fiiggvények kombinacioi. A szupravezets tartomany ugyan most nem
félvégtelen, de az origoban a Neumann-fiiggvények felrobbannanak, igy ott csak Bessel-megoldasokat kell
figyelembe venni. Az r = Rg feliiletnél itt is illeszteni kell a normél és a szupravezet$ rendszerben érvényes
megoldasokat, azaz most is a 1épcsofiiggvény kozelitésben keressiik az energiaszinteket. Ehhez a szupravezetd
koherenciahossznak sokkal kisebbnek kell lennie a bels6 kor sugaranal £y < Rg, ellenkezs esetben a szuprave-
zetGben létrejovs kvazirészecskék hullamfiiggvénye nem csengene le a szupravezetd korongban, hanem azon
athaladna. Az illesztésbdl a dobozbiliard (4.20) szekuléris egyenletével egyezs feltételt kapunk, csak D, (g)
egy kicsit bonyolultabb lesz, hengerfiiggvények kombinéciojanak 2 x 2-es determinédnsa. A sajatfazisokat
a (4.23) definiciobol a hengerfiiggvények aszimptotikijaval meg lehet hatarozni. Az eljaras soran az deriil ki,
hogy hérom tartomanyt kell megkiilonboztetni (a +m degeneraciotol eltekintve, csak az m > 0 esetre):

I. m < kyRg — vknRs. Ebben a tartomanyban a sajatfazis:

D, () = 2 [9m (ke B) — I (ke Rs)] + 2kp Rg — mm — g (4.52)
ahol k., = kpy/1£ 5= & Um(z) = Va? —m? — |m]arccos @—‘ A (4.52) sajatfazisban az els6 két tagot

h-sal beszorozva éppen a két kor kozott mozgd elektron radialis hatasat kapjuk. A tovabbi harom tag
fiiggetlen a ¢ energiatol és igy nincs szerepe az elektron dinamikajaban. Ezek a palydk Andrejev-allapotok,
a szupravezetGtdl indulva: elszor elektronként a kiils§ falon normal reflexiét szenvednek el, majd djra a

szupravezetén lyukként ver6dnek vissza, most lyukként pattannak vissza a normal falrél és a szupravezetGnek
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4.7. dbra. Balra: példa Andrejev-allapotra (a.) illetve suttogé modusra (b.). Jobbra: a korongbiliard rendszer
energiaszintjei az m kvantumszam fiiggvényében. Piros vonalak vilasztjak el a szdvegben leirt tartomanyokat.
A paraméterek: Rs/Rn =0,7, Ag/Er =0, 1, és kpRs = 350.

allapotok jaruléka a Weyl-formulaban (4.27) szerint:

Nas(e) = % > WmkeRN) = Om(keRs) = O (knRx) + O (kn Rs)] +

[m|[<Mas

1 1
+ 2 Mas (2 — arccos AEO) , (4.53)
ahol Mpg = [thS — v thS] a legnagyobb m, amelyre még létezik Andrejev-édllapot.
II. m > k.Rs + VkeRs.  Ezen feltétel mellett a szekularis egyenlet lényegesen egyszertsithets:

T (ke Bt) I (kn Ry) = 0, (4.54)

ahol J,,,(z) az m-ed rendi els6faju Bessel-fliggvény. Megjegyzem, hogy a (4.54) szekuléris egyenletben nem
szerepelnek a szupravezetSt leird paraméterek. Ez arrél arulkodik, hogy ezek a megoldasok nem tartalmaz-
nak Andrejev-reflexiot, azaz a hozzajuk tartozo palyak nem érintik a szupravezetSt, hanem a normal falon
pattogva korbejarjak a korongot. Ezeket a megoldasokat suttogo allapotoknak (Whispering Galery States)
nevezik [132], lasd a 4.7 abra b.) illusztraciojat. A (4.54) szekularis egyenlethez nem lehet a (4.23) definicio
szerinti sajatfazist meghatarozni, mert abban DY (€) zérus lehet, a szekularis egyenletbdl mégis kozvetleniil

kiszamithato a suttogd allapotok jaruléka a Weyl-formulaban:

~ 9 ke RN 9 kn RN
Nwas(e) = = > I (ke Rn) = = > Om(knRy), (4.55)

m:MWGS m:MWGS
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4.8. abra. Az egzakt allapotszam (feketével), Weyl-formulaval (z6lddel) és Bohr—Sommerfeld kozelitéssel
(piros szaggatottal) egyiitt, korongbiliard rendszerben. Az allapotstriségbeli szingularitasok itt is fodro-
z6dasokat eredményeznek az allapotszamban. A Bohr—-Sommerfeld kozelités az egész tartomanyon remek
egyezést mutat, az egzakt allapotszam a Weyl-formula &ltal meghatarozott gorbe koriil oszcillal. A keresztek
a (4.46) szingularis energidkat jelolik. Paraméterek:Rs/Rn = 2/7, Ag/Er = 0,05 és kpRg = 100.

ahol Mwas = [keRs + V/kcRs] a legkisebb m, amire létezik suttogé allapot.
III. kyRs — VknRs < m < keRg + Vk.Rs.  Kozbiils§ allapotokrdl beszéliink. Ezeket azonban elhagy-
hatjuk a kozelit§ formuladinkban, mivel sokkal kevesebben vannak az el6z6 két csoportnal. A (4.7) &bran
vonalak valasztjak el egymartol a hdrom tartomanyt. A k6zéps6 tartoményba érzékelhetSen sokkal kevesebb
energiaszint esik, mint a masik kettébe.

A Weyl-formula a hibrid korongbiliard esetében az Andrejev-allapotok és a suttogd allapotok jarulékidnak
osszegével kozelithetd. A (4.53) és (4.55) kifejezésekben az m szerinti Gsszegzést integralasra cserélve és

elvégezve:
- kK2R% ¢ K2RZ e e (1 1 €
N(e)=-EN_= TS0 ) 42k 1-—(z-= -~ 4.
€)== 5 2 dig) tHehs Er \2 7%, ) (4.56)
ahol
3 1 - 1 2 1—2
=221 —2)+ = (1 i —(l-2)|=+= .
g(z) - x( x)—i—ﬂ_( + x)arcsin Tz (1—-x) 2+7Tarccos l—i-x]

A 4.8 abran a korongbiliard allapotszama és a (4.56) Weyl-formula lathato. Az energiaszintekbdl szamolt

allapotszam a Weyl-formula koriil oszcillal. Megjegyzem, hogy = < 1 esetén (a Fermi-energia kozelében)

g(z) = x vezet§ rendben, ahonnan N () = 2pMNe, ahol p™) = 22 A a7 A = (R% — R2) 7 teriilet normal

korongbiliard allapotstirtsége. A (4.56) Weyl-formulaban az utols6 tag az Andrejev-reflexié fazisabol jon.

Az Andrejev-allapotokra a (4.52) sajatfazisok ismeretében (4.37) segitségével meghatarozhatjuk a vissza-
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4.9. abra. A visszatérési valosziniiség és az allapotsiriiség korongbilidrd esetében. A visszatérési valoszind-
ségbeli szingularitas miatt az allapotstirtiségben egyenls tavolsigonként szingularitasok lépnek fel. Fermi-
energian is véges az allapotstriiség! Paraméterek: Rg/Rx = 0,7, Ag/Er = 0,1 krpRs = 350.

térési valosziniiséget:

4 4
1 Sax — S

452 Bs \/[stae/5tain — 571 [5 = St

min

P(s) =

O(Smax — $) O(5 — Smin), (4.57)

ahol spin = 2(Ry — Rs) valamint $pax = %/W. A P(s) a 4.9 abran lathato fiiggvény, s < Smin
és § > Smax helyeken mindenhol zérus értékd, viszont sP(s) az s%7ng = g . pontban szingularis, ezért
az éllapotstirtségben a korabban mar ismertetett okbol kifolyolag szingularitasok sora jelenik meg a (4.46)
energidknal, egyenld tavolsdgokban. Az Andrejev-allapotok allapotstirtiségének Bohr—Sommerfeld kozelitését

pas() = ZEE S (50 (e) + &) Plsn(e)) (4.59)
n=0

kifejezés adja. Az A fiiggelékben bemutatok egy geometriai megfontolasokon alapulé levezetést is, amely a
P(s)-re a fenti eredmeényt adja vissza [131].

A suttogo allapotok allapotsiirtségét a szekularis egyenletbdl kiszamolva allandénak talaljuk az € energia
szerint:

(keRx)* 2 [ Rg 2 . Rg
=" (1 ——= | —/1 - =— — . 4.59
PWGS 2y = | ’x Rin + arcsin Bx ( )

A kozbenss allapotok jarulékatol eltekintve az allapotstirség p(e) = pwas(e) + pas(e) alaka Bohr—
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Sommerfeld kozelitése a 4.9 abran lathat6. Az allapotsirtséget a megfelel6 normél korongbiliard allapot-
striségének kétszeresével normaltam. Az ¢ — 0 hataresetben a doboztdl eltérGen az allapotsiirtiség nem
zérushoz, hanem egy allandéhoz tart. Ezt a suttogé moédusok jelenléte okozza.

Az allapotsiiriiség integralaséval az allapotszam Bohr—Sommerfeld kizelitését is kiszamoltuk, és Gssze-
vetettiik a szekuléris egyenlet megoldasaként kapott, egzakt energiaszintekbdl elGallitott 1épcséfiiggvénnyel.
A két modszer kivalé egyezést mutat, amint az a 4.8 dbran lathato. Az abran a (4.46) képletnek megfelels

,szingularis” energidkat kereszttel jeloltem.

4.5.2. Sarokbiliard

A 4.6b abran lathaté sarokbiliardra is sikerrel alkalmazhat6 a kordbbiakban bemutatott médszer. A normaél
tartomany reflexiés méatrixat gy hatarozhatjuk meg, hogy a ferde részben hengerfiiggvényekkel kifejtett hul-
lamfiliggvényt illesztjiik a nyakban érvényes (4.3b) alakhoz. Az illesztés soran a nyakban és a ferde részben
egyenld szamu megoldast kell tekinteni, ekkor hatarozott az egyiitthatokra felirt linearis egyenletrendszer. A
szamitds sordn az Sy matrix unitaritdsdhoz annyi zart modust kell figyelembe venni, hogy az unitaritastol
valé eltérés minimalis legyen. Az Sg ismeretében a (4.17) egyenlet numerikus megoldésaval a rendszer egzakt
energiaszintjei megkeresheték. Mivel ez a rendszer nem diagonalis, a sajatfazisok nem szamolhatok ki, emiatt
Weyl-formuldnk sem alkalmazhat6 ra. A Bohr—Sommerfeld kozelités ezzel szemben miikodik, az allapotszam-

ra a (4.41), az allapotsiirtiségre a (4.45) kifejezés érvényes, ahol s, (¢)-t a (4.44) Osszefiiggés hatarozza meg.
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4.10. abra. Az allapotszam (feketével) és Bohr—Sommerfeld kozelitése (szinessel) harom kiilonboz6 szogi,
véges hosszusagu nyakkal rendelkezé sarokbiliard esetén. Paraméterek: M = karW = 55,5, A/Er = 0,015,

a nyak hossziisdga pedig tigy valtozik, hogy a bilidrd teriilete dlland6 legyen: A = 5W?2, ahol W a nyak
szélessége.
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P(s)-t most a sajatfazisokbol nem tudjuk meghatarozni, de geometriai modszerekkel numerikusan mindig
kiszamolhato, illetve specialis szOgek esetén analitikusan is kifejezhets [131]. Az eredmények a 4.10 és 4.11
abrékon lathatok. A Bohr—Sommerfeld kozelités remekiil egyezik az egzakt eredményekkel. A véges nyakkal
rendelkezé biliard esetében itt is megjelennek a fodrozédéasok az energidban egyenls tavolsagokban. o = 45°
esetén konnyel belathato, hogy s%18 = 2 % (d + W) hossznal sP(s) szinguléris (ahol d a nyak hossziisaga),
ahonnan a ,szingularis energidk” kiszamithatok. Ezeket az abrakon kereszttel fel is tiintettem. A zérus nyak
esetében gorbénk eléggé eltér a korabbiaktél, amennyiben kis energidkon egyaltalan nincsenek energiaszintek,
azaz egy mini-gap figyelhet6 meg a spektrumban. Ebben az esetben a (4.12) abran felrajzoltam a visszatéré-
si valoszintiséget és az allapotstirtiséget is. Lathato, hogy a visszatérési valészintiségek megegyeznek abban,
hogy mindegyikben van egy levagas, azaz egy olyan hosszisag, aminél hosszabb palyak a rendszerben nem
fordulnak el6. A (4.44) kifejezésben lathato, hogy ez az s™** maximalis hosszisag egy egap minimalis energia-
szintet ad. Ez az eredmény elsé pillanatban ellentmondani ttinik Beenakker és munkatdrsai joslatanak [20],
ami szerint integralhat6 normal tartomanyd bilidArdban nincsen gap és az allapotsirtiség linearisan indul a
Fermi-energian. Beenakker és munkatarsai levezetésiikben feltették, hogy a Tese kiszokési id6 (az az id6, amig
a részecske tGjra a normal-szupravezets hatérfeliiletnek iitkozik) sokkal nagyobb a 7o ergodikus idénél (az

az id6, amig az egész fazisteret bejarja). Esetiinkben ez a feltétel nem teljesiil, tehat nincs ellentmondas.

60
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4.11. abra. Az allapotszam (feketével) és Bohr-Sommerfeld kozelitése (szinessel) harom kiilonb6z6 szogi,
zérus hosszusagu nyakkal rendelkezd sarokbiliard esetén. Paraméterek: M = ’“FTW = 55,5, A/Er = 0,015.
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4.12. abra. A visszatérési valoszintiség és az allapotstriség harom kiilonb6z6 szogi, zérus hossziisagi nyakkal
rendelkezs sarokbiliard esetén. A visszatérési valoszintiségbeli fels levagas okozza az allapotstirtiségben
lathaté mini-gapet. Paraméterek: ugyanazok, mint 4.11 abran.

4.6. Osszefoglalas

A nanotechnolégia fejlédésével lehetévé valt ballisztikus félvezets és szupravezets részekbdl 4ll6 hibrid rend-
szerek elGallitasa, ami ezen rendszereket mind a kisérleti, mind az elméleti fizikusok érdekl6désének korébe
helyezte. Sokan vizsgéltak sokféle hibrid rendszer (Andrejev-bilidardok, SNS atmenetek) allapotstriiségét,
vezetGképességét a Fermi-energidhoz kozel. Ha a normadl tartomény klasszikusan kaotikus, akkor a hibrid
rendszer allapotstirtiségében egy mini-gapet talaltak, mig klasszikusan integralhaté rendszer &llapotstirtisé-
ge linedrisan indult a Fermi-energian. Ebben a fejezetben Andrejev-bilidrdoknak a szupravezetd gap alatti
teljes spektrumét tanulményoztam. Ehhez a Bogoljubov—de Gennes-egyenletet oldottam meg tetszéleges
geometridji, ismert szérdsi matrixtt normél tartomanyt egy nyakkal egy félvégtelen szupravezet6hoz csat-
lakoztatva. Az igy kapott szekularis egyenletet megoldva meghataroztam kiilénb6z6 rendszerek energia-
szintjeit. Az allapotszamban megjelend fodrozodasok illetve az allapotstirtiségben megjelend szingularitasok
eredetét keresve levezettem az &llapotszam és az allapotsiirtiség Bohr—Sommerfeld kozelitését, és diagonalis
esetben Osszefiiggést adtam a BS kozelitésben megjelend klasszikus visszatérési valosziniiség kiszamitasara. A
visszatérési valészintiségben felbukkané szingularis hossziisagok — sokszorosan degeneralt palydk — az allapot-
strtségben egyenld tavolsdgokban megjelend szingularitasokat, az allapotszamban fodrozédasokat okoznak.
A Weyl-formula az allapotszam sima részét kozeliti klasszikus mennyiségekkel (feliilet, térfogat). Diagoné-

lis bilidrdok esetében megadtam a hibrid rendszerre alkalmazhaté6 Weyl-formulat. A fejezetben mindeniitt
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a legaltalanosabb targyalasra torekedtem, konkrét példaként a hibrid dobozbilidrdot részletesen ismertet-
tem. A bemutatott modszerek sikeresen alkalmazhatok bonyolultabb rendszerek esetében is, ezek koziil a
korongbiliardot és a sarokbilidrdot vazoltam. A korongbiliard esetében a dobozbilidrdhoz hasonldéan az al-
lapotsiirtiségben szingularitasok sora jelent meg. A legf6bb kiilonbség a két rendszer kozott a korongbiliard
nem-zérus allapotstirtisége Fermi-energian. Ennek oka az tgynevezett suttogé allapotok szerepe a rendszer-
ben, amelyek a szupravezet6tdl fiiggetleniil johetnek létre. A nyak nélkiili sarokbilidrd allapotstirtiségében
— bar kvazi-integralhato rendszerrdl van sz6 — egy mini-gapet talaltunk, aminek létét a P(s)-beli felss leva-
gassal magyardztuk. A véges nyakkal rendelkezd sarokbilidrd allapotsiiriiségében — a mésik két rendszerhez

hasonléan — egyenl§ tavolsdgonként szingularitasok tiinnek fel.



5. fejezet

Nem-lokalis aramok

69
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Ferroméagnesbdl és szupravezet6bol készitett dtmenetek vezetési tulajdonsagainak kisérleti vizsgalata olyan
1j jellegzetességekre deritett fényt, amelyek normal fémbdl és szupravezet&bdl késziilt dtmenetekre nem jel-
lemzdk [59,60,62-64,68,133]. Az 1j jellemziket az okozza, hogy az elektron-lyuk korrelaciok lecsengenek a
ferromagnesben. Ha a spin-forgaté kolecsonhatés elhanyagolhato, akkor tovabbi effektusokat josolnak elméleti
munkék, példaul a GMR lecsokkenését diffuz méagneses tobbrétegekben a szupravezets kontaktus miatt [77],
vagy nem-lokilis aramok megjelenését két ellentétesen polarizélt ferromagneses cs6 spin-szinglett szuprave-
zet6hoz csatolasakor [79,134]. Falci és tdrsai az 1.4 dbran lathat6é atmeneteket tanulmanyozték alagutazasi
hataresetben, és a ferromagneses csovek tavolsagaval exponencialisan csokkend, nem-lokalis aramot taléltak.
Ebben a fejezetben arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy lehetséges-e a nem-lokélis &ram nagysagat je-
lentGsen megnovelni, és arra a valaszra jutunk, hogy igen [87], ha egy A = L - (2My + M) teriiletd normal
tartoményt helyeziink a ferromégnesek és a szupravezets kozé az 5.1a dbran lathaté modon. Az effektus ak-
kor a legnagyobb, amikor a normél tartomany kézel négyzet alaka [87]. A normaél tartoméanyban meréleges

mégneses teret alkalmazva tovabb novelhets a nem-lokalis 4ram nagysaga.

5.1. Bevezetés

Elsszor tekintsiik a Landauer-formalizmus [14] altalanositdsat normél-szupravezetd hibrid rendszerekre! A
normél fém (nem szupravezets) csovekkel hétartalyokhoz csatolt hibrid rendszer aram-fesziiltség Osszefiiggé-

seit linearis valasz kozelitésben el6szor C. J. Lambert irta fel [135]:

62

I = 72]1 [((N = Ro + Ra) (v1 — v) + (Th — Tg) (v2 — v)] (5.1a)
62

I = 72]1 [(Ta — Tp) (v1 —v) + (N — Rh + R}y (va — v)], (5.1Db)

ahol rendre I és I, aramok folynak ki a v; illetve vy fesziiltségii 1 és 2 hétartalyokbol, v a hibrid rendszer
fesziiltsége. Ry, (R(), [ Ra, (R) ] egyttthatok azon valoszintségek, hogy egy elektron az 1 (2) hétartalybol
elektronként [lyukként| visszaszérodik az 1 (2) hétartalyba, mig To, (T5), [ Ta, (Th) ] egyiitthatok az 1 (2)
hétartalybol szérmazo elektronok 2 (1) hétartalyba elektronként [lyukként] atjutdsdnak valoszintségét adjak
meg. Minden egyiitthatét a Fermi-energidn kell kiszamitani, a hibrid rendszer szérasi matrixaboél a megfelels

alméatrix atlososszegeként. A szorasi matrix unitaritasdbol az egyiitthatokra teljestilnek az
N=Ro+Ra+To+Ta=Ry+ R\ +T,+T4 (5.2)

egyenlségek, ahol N a nyitott csatornak szama a csévekben. Az (5.1) formuldk zérus hémérsékleten, kis
fesziiltségkiilonbségek esetén érvényesek. Az (5.1) Osszefiiggések segitségével NS hibrid rendszerek széles
korének vezetési tulajdonségai kényelmesen leirhatok [51]. Példaul, ha a 2-es cs6 egy fesziiltségmeérd csatla-
kozdjaként miikodik, akkor nagyjabol teljesiil, hogy nem folyik benne aram, azaz Is ~ 0. Ekkor az (5.1b)
egyenletbdl adodik, hogy

(v2=v) /(01 —=v) = (N = Ry + Ra) / (To — Ta)- (5.3)
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Ha nincsenek Andrejev-folyamatok, ez az ardny mindig pozitiv. Ezzel szemben, ha az Andrejev-transzmisszio
feliillmulja a normél transzmissziot, akkor az arany negativ is lehet, ami egy 1j negativ négypont vezet&ké-
pességet eredményez normal-szupravezetd hibrid rendszerekben [50]. Ehhez teljesen hasonléan bukkannak
fel a nem-lokélis d&ramok hibrid rendszerekben. Ha most a 2-es hGtartalyt és a hibrid strukturat egyforma

fesziiltségekre kapcsoljuk, azaz vo — v = 0 esetén azt talaljuk, hogy:

2e? 2e?

I, = o (N — Ro+ Ra) (v1 —v) = T (2RA +To +Ta) (v1 —v) (5.4a)
2e?

I = = (Ta = To) (1 = v), (5.4b)

ahol felhasznéltuk a szordsi méatrix unitaritdsabol nyert 5.2 Osszefiiggéseket. Ha nincsenek Andrejev-
folyamatok, azaz Ta = Ra = 0 esetén belathato, hogy az (5.4) egyenletek az
2¢2
12 = _Il = —TTO (’Ul — U) (55)
eredményre vezetnek. Ez éppen az dramok megmaradisa a normadl rendszerben; ami az 1 hétartalybol
kifolyik, az a 2 hétartalyban jelenik meg.
Hasonléan, ha a Ty = Ra = 0 feltétel teljesiil, akkor

2e?
.[2 = +I1 = 7TA ('Ul — ’U) . (56)

h

Ez mar érdekesebb az el6zé példanknal, ekkor ugyanis az 1-es csGben befolyd aram a 2-es cs6bdl is ,besziv”
egy vele egyirdnyu, egyenlé nagysagu dramot. Ezt nevezem nem-lokalis daramnak, mert ez a lyukdram ugy
jon létre a 2-es cs6ben, hogy az 1-es csére kapcsoltam fesziiltségkiilonbséget. Gondoljuk meg most, hogy
mi torténik két ellentétes, teljesen spin polarizalt ferromégneses csé esetében! Az egyik csévon beérkezd
elektron a mésik cs6hoz eljutva nem tudja azon elhagyni a rendszert, mert abban nincsenek neki megfelels
elektronallapotok. Emiatt az els6 cs6bél a masodik cs6be normal transzmisszié nem lehetséges, azaz T = 0.
Ha a szupravezetG-normél hatarfeliilethez elér, akkor egy Andrejev-reflexié soran ellentétes spind lyukként
verédik vissza. Ekkor viszont nem tud visszaver6dni abba cs6be, ahol bejétt, mert most abban nincsen
neki megfelels spin-beallasa lyukéllapot, emiatt az elsé cs6be az Andrejev-reflektalodas sem lehetséges, azaz
Ra =0 is teljesil. Ilyen rendszereket fogok a tovabbiakban megvizsgalni.

A fejezet felépitése a kovetkezd: elGszor az 5.2 alfejezetben ismertetem az alkalmazott modellt, majd
az 5.3 alfejezetben bemutatom és értelmezem a kapott eredményeket, végiil az 5.4 pontban Osszefoglalom a
legfontosabb kovetkeztetéseinket. A numerikus szdmitasok soran alkalmazott modszereket a (B) fiiggelékben

ismertetem.

5.2. Modell

A Bogoljubov—de Gennes-egyenletet oldjuk meg szoros kotést kozelitésben (TBA), kétdimenzios négyzetra-

cson. Rekurziv Green-fiiggvény modszerrel meghatarozzuk a rendszer feliileti Green-fiiggvényét a ferroméag-
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5.1. abra. Az éltalam vizsgalt rendszerek. Két (ellentétesen) polarizalt ferromagneses cs6 (F), egy normal
elvalaszto tartomannyal kapcsolodik a szupravezetGhoz. A normadl tartoményban egy merdleges méagneses
teret is alkalmazhatunk, és a.) esetben a normal régi6 lehet ballisztikus vagy diffuz is. A b.) rendszer a
ferromagneses csovekre merdleges irdnyban végtelen kiterjedésid, a normal tartomany csak tiszta lehet. A
ferromégneses csovek mindkét esetben vy (vo) fesziiltségii hétartalyokhoz kapcsolodnak, mig a szupravezets
v fesziiltségre van kétve.

neses csovek csatlakozasanal. Ezekbdl a Fischer—Lee-relaciokkal meghatarozhatsk a szorasi matrix megfelels
elemei. A szorasi matrix elemeinek segitségével a vezetGképesség illetve az aram-fesziiltség Osszefiiggések
megkaphatok.

Az 5.1 dbran lathato rendszerhez egy a geometridhoz illeszkedd négyzetracsot definidlunk. A négyzetra-
csot egyetlen paraméter, az a racsallandé irja le, és minden racsponthoz egy ['racsvektor rendelhets. A (2.16)
BdG-egyenletet ezen a négyzetracson diszkretizaljuk és oldjuk meg. Az egyes racspontokhoz elektronszeri
illetve lyukszert gerjesztéseknek, valamint a kétféle spinbeéllasnak megfelelGen Gsszesen négy szabadsagi
fok rendelhetd, melyeket rendre ¥(0) (1) illetve @) (1) jelsljon, ahol o = +1 a kétféle spinbedllds. A fer-
romagnességet Stoner-modellel [24,136] frjuk le; az ellentétes spini elektronok kdzdtt egy h(l) kicseréldési
felhasadast vesziink figyelembe. Az s-szinglett szupravezetst a A(f) rendparameéterrel jellemezziik. A nor-
mél fém tartomany egy mer6leges magneses térbe helyezhets, amelyet a Peierls-helyettesitéssel vehetiink
figyelembe [24, 88]; k — (p+e Al )) /h, ahol A(l) a vektorpotencial, e az elemi toltés. A diszkretizalt
BdG-egyenlet a fenti feltevésekkel a kovetkezs alaku lesz:

BU@) () = [(z)—ah } o) (7} 27 VO (T4 8) + o AN (1)

) . ) (5.7)
B[ = — [¢(l) - ah(l)] 21 +Z’y 0@ ([+8) — o A* ()02 (1),

ahol az Ssszegzést az | récsponttal szomszédos Gsszes [ + 6 racspontra kell elvégezni. Az (5.7) kifejezésben
az elsG tag a racsponti energia, amelyben 6sszead6dnak a diszkretizalas soran diagondlis tagok, Ggymint az
Er, Uy(r), U(r) potencialok illetve a Laplace-operator diagondlis része. A masodik tag az atfedési energia,
amely térben off-diagonalis és a diszkretizalas soran a Laplace-operatorbol szarmazik. A harmadik, spinben
off-diagonalis tag pedig a spinek kozti kolcsonhatast irja le a szupravezetében.

Az aldbbiakban az egyes tagok fizikai jelentését részletesebben bemutatom; a diagondlis tagot tovabbi



5.2. MODELL 73

30
L Ew = 0.8
cL 25
W 20 1 ew = 0.9
15 f T EW — 1.0
L 1 ew = 1.2
10 eEw = 1.4
5 7 Ew = 2.0
00 56 160 150 200
2
Legy

5.2. dbra. A vezetSképesség kiillonbozs erdsségii rendezetlenség mellett. A gorbék y-tengelymetszete adja
meg az elasztikus szabad uthosszt.

két részre bontom: a spin-fiiggetlen e@ energiara és a spin-fiiggd kicserélgdési felhasadésra.

=

A normal fémbeli racspontokhoz definialt €(l) energia az [eg — ew /2, €9 + ew /2] tartoményon egyenletes
eloszlassal generalt véletlen szam. A e(f) energiara sokasag atlagot képezve igy lehetséges diffiziv normal
fémek leirasa, ahol az ey nagysaganak valtoztatisaval lehet a A elasztikus szabad tthosszt hangolni. Tet-
sz6leges Ao elasztikus szabad tthossz modellezéséhez valaszthatd egy ew érték. Ezt a valasztast egy onallo
szamolésban tessziik meg, ahol normal hétartalyhoz csatlakozo, L hosszusagu, W szélességi, téglalap alaki,
normaél, diffaz tartomany atlagolt vezetGképességét abrazoljuk kiilonb6z6 L hosszusagok mellett (lasd az 5.2
abrat). A Drude-modellben a fajlagos vezetSképességre a o = % Osszefiiggés érvényes, ahol 7o = Ao /vp
az elasztikus ilitkozések kozott eltelt id6, m a toltéshordozd tomege, e a toltése és n az allapotok szdma
egységnyi térfogatban. Ezek szerint kétdimenzios esetben, ha &brazoljuk a o = GL/W mennyiséget az L
fiiggvényében (itt G a vezetSképesség 2¢? /h egységekben), akkor (legaldbbis egy bizonyos tartomanyban) &l-
landé fiiggvényt kapunk, melynek metszete az y tengellyel az elasztikus szabad tithosszt adja meg 2a/vkr - a
egységekben. Ilyen médon tetszéleges ew-hez tartozd Ao leolvashato. A tovabbiakban ew-t ugy vélasztjuk
meg, hogy az elasztikus szabad tthossz kb. 10 racsallandé nagysagu legyen. Ha ew = 0, akkor tiszta ha-
taresetrsl beszéliink. A szupravezetGben e(f) = €9 mig a ferromégneses csévekben E(l_j = €1 a racsponthoz

definialt energia.

A kicseréldési felhasadés a ferromagneses csovekbeli racspontokra h(l) = hy, ahol £ = 1,2 a csoveket
indexeli. Ellentétesen polarizilt ferromagneses cstvek esetében h; = —ho = €\ teljesiil, mig parhuzamosan

polarizalt csévekre hy = hy = €) igaz a jelolésiinkben. A mésik két régioban a kicserélédési felhasadas zérus

—

(h(l) = 0).

A mégneses tér hatasat egy fazisként lehet az atfedési energiaba beépiteni a koévetkezé modon: 'y(f) =
'ye_“g(f)'g/ " ahol a vektorpotencidlt Landau-mértékben vélasztjuk meg: A(l) = (0, B. -l,,0) a normal
részben, és zérus mashol. Ellendrizhets, hogy a vektorpotencial ilyetén megvélasztasa egy z-irdnyd, azaz a

sikra merdleges mégneses teret ir le, és a hatarfeltételeket is kielégiti.

Ha [ a szupravezetGben 1évs réacspontra mutat, akkor A(l_j = Ay, maéshol A(l_j = 0. Ez a szokasos
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5.3. abra. (Normal) ferromagneses cs§ diszperzios relacidjanak szemléltetése. A két oldalon a kétféle ener-
giaskala értékei lathatok. A fekete vonalak a cos-os diszperzi6t mutatjak a kiilonb6z6 kvantumszamokra. A
Fermi-energia vonala és a diszperzios gorbék metszési pontjaiban piros (kék) pontok jelolik a jobbra (balra)
haladé megoldédsok hullimszamait. A két zdld vonal a kicserélgdési felhasadas miatti eltolast jeldli az egyes
spinekre.

lépcséfiiggvény kozelités normal-szupravezetd hibrid rendszerekben.

A modell jobb megértése érdekében bemutatok egy egyszert példat: a (nem-szupravezetd) ferromagneses
cs6 esetét zérus mégneses térben. Az (5.7) Hamilton-operéatorral definialt rendszer diszperzios relacioja ekkor
a kovetkez6 alakot Olti:

E =¢y—oh—2ycos(kZ, -a)— 2vycos

mm
5.8
Mf +1’ ( )
lessége. Normal (nem-ferroméagneses) csovek esetében a kicserélédési felhasadas zérus (h = 0). Mivel a cos
fliggvény értékei +1 kozott lehetnek, a rendszerben a minimalis energia €y —4+y, mig a maximum €y+4- lehet, a
rendszer savszélessége 8. A Fermi-energianak az F = 0 felel meg, ami atskalézas utan — ha a minimalis ener-
giat tekintjiik zérusnak — Fp = 4vy—¢q lesz. Mint tudjuk, a szabad részecske diszperzios relacidja parabolikus.

Haa k-a < 1 feltétel teljesiil, a cos fiiggvény parabolaval kozelithets: cos(k;-a) ~ 1—(k;-a)?/2, ahol i = 2, z.

dy—eo

A modellben a Fermi-hullamszamot mindig ebben a hatéresetben szokas definidlni, azaz kp - a = 5

Annal jobb az egyezés a parabolikus diszperzios relaciéval, minél inkdbb teljesil a kr - a < 1 feltétel.

energiaskala értékeit dbrézoltam. A fekete vonalak a cos-os diszperziét mutatjak a kiillonb6z6 kvantumszé-
mokra (Gsszesen My = 7 darab). A Fermi-energia vonala és a diszperzios gérbék metszési pontjaiban piros
(kék) pontok jelolik a jobbra (balra) haladé megoldasok hullamszémait. A két zold vonal a kicserélédési
felhasadas miatti eltolast jeloli az egyes spinekre. Valdjaban a szinteket kellene eltolni +h-val, és tovabbra
is a Fermi-energian tekinteni az elérhetd allapotokat, de egyszeriibb gondolatban (és az &dbran) a Fermi-

energiat tologatni. Az abran lathato helyzetben az egyik spinre egyéltalan nincsen elérhetd allapot, az ilyen
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esetet félfémnek nevezi az irodalom. A piros gérbe a parabolikus diszperzids relaciét mutatja Gsszevetésiil.
Ha minden kvantumszamra a cos fliggvény minimuma kézelében van a metszéspont, akkor a szoros kotésii
kozelités jol irja le a szabad elektrongazt. Ehhez az dbran az Er Fermi-energiat lefelé kellene elmozditani,
akkor viszont kevés allapotunk lenne, és a csévek vastagsagat kellene névelni ahhoz, hogy valésaght legyen
a modelliink. A csovek vastagsagaval viszont a szamitogépes futasi id6 kobosen néne. Altalaban kompro-
misszumra kell jutnunk a rendelkezésre allo gépids és kozelitések alkalmazhatdsiga kozott. A kisérletileg
elérhets tartomanyban mindenképpen teljesiilnek a Ay < Ew és My > kr - a feltételek, ezért ennek megfe-
lelGen valasztottam meg a paramétereket. A cos fiiggvény-szert és a parabolikus savszerkezet kozott pedig
tobbnyire nincsen érdemi eltérés, a jelenségek nagy része az el6bbivel jol reprodukalhaté, de az eredmények
értelmezésénél gondolni kell arra is, hogy nem csak a szoros kotésd kozelités okozta jelenséget talaltunk-e.
A valasztott paraméterek ennek megfelelsen v = 1, ¢ = 0,2, Ag = 0,1 és My = 10. Ezen paraméterek
mellett ey; = 3,8 valasztas 100%-osan polarizalt ferromagneseket eredményez, a tovabbiakban altalaban ezt
az esetet hasonlitom Gssze a normal (e = 0) csovekkel.

Vizsgéaljuk meg az (5.7) Hamilton-operatorral definialt rendszerek vezetési tulajdonsigait! Ehhez az
aramokra vonatkozo (5.4b) egyenletben Tx-t és Tp-t kell meghatarozni. Az eljaras soran el6szor a Green-
fiiggvényt kell kiszamitani a ferromagneses csovek csatlakozasi pontjaiban, majd ezt felhasznalva — a (C)
fejezetben leirt modszerrel — a szordsi matrix sziikséges elemei megadhatok. Mivel alapvetSen a 100%-
osan polarizalt elrendezés all az érdeklédésiink koézpontjaban, és ott a vezetSképesség csak a T Andrejev-
transzmisszi6 fliggvénye, igy vizsgalodasaim nagy részében csak ezen szordsi matrix amplitado kiszamitasat
kévetem majd nyomon.

Ehhez els6 1épésben a rendszer Green-fiiggvényét a ferromagneses csévek csatlakozasanél 16vé racspontok-
ban kell kiszdmolni. Az egész rendszer Green-fiiggvényét a (B.1) fiiggelékben leirt modszerrel hatarozom meg:
a félvégtelen ferromagneses csovek Green-fiiggvényét a szorasi tartomany Hamilton-operatoraval kapcsolom

a félvégtelen szupravezets csé Green-fliggvényéhez:
G=[1-ghesl g, (5.9)

ahol G a teljes rendszer Green-fiiggvénye, g a félvégtelen cstvek Green-fiiggvénye és hog a szorasi tartomanyt
leir6 Hamilton-operator. A félvégtelen csévek Green-fiiggvénye a (B.26) egyenletekbdl kozvetlentil beprog-
ramozhato. Elvileg az abran baloldalt csatlakozo két ferromagneses csé egy cs6ként (az elvalaszto szigeteld
tartomannyal egyiitt) kezelhet volna, de akkor nehéz lenne numerikusan szétvéilogatni az egyes csovekhez
tartozo modusokat, és emiatt nehézkes lenne az egyes szérasi matrix amplitidok meghatarozasa. Igy ehelyett
kiilon-kiilén szamolom ki a két félvégtelen cs6 g1,gs feliileti Green-fiiggvényét, és abbdl felépitem a rendszer
teljes M + 2M szélességének feliileti Green-figgvényét (az elvalaszto szigetelS tartomanynal zérussal kell a
métrixokat feltolteni):

gr |00
=] olojo |. (5.10)
0 0 g2

A félvégtelen szupravezetd csé feliileti Green-fiiggvénye adja a g’ jobb oldali feliileti Green-fiiggvényt.

A szorasi tartomanyt leir6 Hamilton-operator rengeteg belsé szabadséigi fokot is tartalmaz, amelyeket



76 5. FEJEZET. NEM-LOKALIS ARAMOK

célszert eliminélni a (B.2) fiiggelékben leirt decimélassal. A decimalas akkor igazan hatékony, hogyha a
rendszert olyan szeletekre tudjuk osztani, amelyekre igaz, hogy csak a szomszédos szeletek kozott van kol-
csonhatds. Ehhez az (5.1a) abran lathato geometria esetében a rendszert horizontélisan (fligg6leges vona-
lakkal) kell felszeletelni. A decimélés eredményeképpen a szorédsi tartomany két szeletre és a koztitk hato
csatolasra egyszertisodik, amelyet egy effektiv Hamilton-operatorként foghatunk fel. Ennek az eljarasnak
nagy elénye, hogy a szorasi tartomany L hosszisagéaval csak linearisan né a futasi idg.

A normaél szorési tartomanyt a decimalas modszerével egyetlen effektiv csatolési allandéba stiritem a (B.2)
fiiggelékben ismertetett modszerrel. Végiil a (B.6) egyenlettel az Osszetett rendszer feliileti Green-fiiggvénye
kiszamolhat6. Az 5.1b geometria esetében a ferromagneses csovek feliileti Green-fliggvénye mellett a hosszan-
ti (az abran figgsleges) NS hibrid cs6 Green-fiiggvényét kell a ferromagneses csovek becsatlakozasanél 1éve
pontokra kiszamolni. Ehhez most vizszintes vonalak mentén szeletelem fel ezt a régiot. A szeletek M + Mg
méretiek lesznek, ahol a szupravezeté Mg szélességét igy valasztom meg, hogy a szupravezet koherencia-
hossznél nagyobb legyen, mert igy a gap alatti energidkon az NS feliiletnél bekovetkezd Andrejev-reflexiok
soran a szupravezet6 oldalon gerjesztett kvazirészecskék amplitudoja lecseng és nem kell a kiils6 falrél vissza-
szorodast figyelembe venni. Ha a szeletekre eltolasinvariancia teljesiil (nincsen rendezetlenség, és a vektor-
potencial is jol van megvélasztva), akkor a (B.3) fiiggelékben leirt végtelen rendszer Green-fiiggvényét a
ferromagneses csovek csatlakozasi pontjaiban kell kiértékelni, és végiil a kiillonb6z§ részek Green-fliggvényét
a (B.5) keéplettel lehet Gsszekapcsolni. Hangsulyozom, hogy ebben a geometridban csak tiszta normal fémet
tudunk kezelni, mivel az NS hibrid csére feltettiik az eltolasinvarianciat.

A modellben spin-forgat6 folyamatokat nem vettem figyelembe, és az s-szinglett szupravezetd a fel-spind
(le-spinti) elektronokat a le-spint (fel-spint) lyukakkal kapcsolja Gssze, ezért az egész rendszer kettévélaszt-
hatoé: fel-spind elektronok és le-spint lyukak illetve le-spinii elektronok és fel-spint lyukak alrendszerére. Ez a
numerikus szamolasoknal nagy el6ny, ugyanis minden matrix mérete felére csokken, ami a diagonalizalasoknal

8-szoros futasidé megtakaritast jelent.

5.3. Eredmények

A numerikus szamoldsok soran egyrészt arra torekedtem, hogy minél nagyobb Andrejev-transzmissziot, és
ezaltal a masodik cs6ben minél nagyobb dramerdsséget érjek el. Ehhez a geometriai paramétereket (M, L)
és magneses teret valtoztattam. Masrészt igyekeztem megérteni a rendszert, a rendszerben zajlé transzport
folyamatokat. Diffiz esetben egyszert rezisztor modellel értelmezhetSk az eredmények. Amikor a ferromag-
neses kontaktusok esetén atlagoltam a difftuz rendezetlenségre, akkor a fluktuaciok nem csokkentek a minték
szaménak novelésével olyan mértékben, mint a normal (nem-ferromagneses) kontaktusok esetében. A vezetés

ekkor rezonans jellegi, amely tulajdonsdgot aztdn alaposan megvizsgaltam.

5.3.1. Geometriai optimalizalas

Elgszor zérus magneses tér mellett a téglalap alaku difftiz tartomany geometriai paramétereit valtoztattam.
A csovek vastagsaga véltozatlanul My = 10 a szdmoldsok soran, a mésik két hosszparamétert 1 és 150

racsallando kozott szisztematikusan valtoztattam. A rendezetlen minték szama 500 és 10000 kozott valtozott
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5.4. abra. Az I, aramerdsség a csovek kozti tavolsag fiiggvényében kiilonbozd vastagsagu diffuz réteg ese-
tében. Lathato, hogy az aram elGjele ellentétes normal (pirossal) illetve ferromagneses csovekre (kékkel).
Megjegyzem, hogy a jobb attekinthetGség érdekében az ellentétes elGjeld dramokat kiilonbozs skalan &b-
rédzoltam. Jobbra: a diffuz réteg vastagsaganak lecsokkenésével hataresetben a Falci és tdrsai altal talalt
exponencialis tavolsdg—aram (abszolutérték) osszefliggés adodik.

egy-egy atlagolas sordn. A nagyobb rendszerméreteknél jelentds a méret miatti 6natlagolas, ezért ott elegendd
kisebb mintakkal atlagolni és ezdltal — bar egy-egy realizéici6 szamitasigénye nagyobb — kivarhato futasidéket
lehet elérni.

Az 5.4 abran a masodik cs@beli dramerdsséget dbrazoltam normal illetve ellentétesen polarizalt félfém
csOvek esetén a csovek tavolsdganak fiiggvényében. A pozitiv elGjel felel meg a hétartalybol a hibrid rendszer
felé foly6 aramnak. Az &bra a varakozdsnak megfelelGen azt mutatja, hogy egy nem-lokalis &ram jelenik meg
a mésodik cs6ben, ha a normdl transzmissziét dominélja az Andrejev-transzmisszio, ebben a helyzetben a
ferromégneses csébeli médusok hidnya miatt. Ennek az dramnak az irdnya (és nagysaga) megegyezik az elsé
cs6ben folyé aram iranyaval (és nagysagaval). Az is megfigyelhets, hogy az aram nagysaganak csokkenése
a csovek tavolsaganak novelésével nem sziikségszertien exponenciélis, hanem annél sokkal enyhébb lehet
(1/M, ahogy latni fogjuk). Ha a difftz réteg vastagsigat erdsen lecsokkentettiik (1-2 récsallandora), akkor

exponencialis csokkenést talaltunk, egyezésben Falci és tdrsai eredményével [79].

Lattuk, hogy a ferromagneses csovek esetében az aramerGsséget (vezetSképességet) az Andrejev-
transzmisszié valoszinisége hatarozza meg. Igy magatol értetédik, hogy elsGsorban ezt vizsgaljuk meg
alaposabban. A normal esetben ugyan a vezetSképesség a normal és az Andrejev-transzmisszio kiilonb-
ségétdl fiigg, azonban az 5.5 és 5.6 abran lathato, hogy a két esetben hasonlé a rendezetlenségre atlagolt
vezetGképesség, csak a normél csovek esetében sokkal kisebbek a fluktuéciok. Emiatt érdemes a normaél rend-
szer Andrejev-transzmissziojat vizsgalni, feltételezvén, hogy az ott tapasztalt Osszefiiggések a ferroméagneses
csoveknél is megélljak a helyiiket.

Bar a rendszer tul bonyolult ahhoz, hogy teljesen atlassuk a benne zajlo transzport folyamatokat, és a
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geometria analitikus szdmolashoz sem kedvezs, az Andrejev-transzmisszio fiiggése a geometriai paraméte-
rektdl egyszertien megérthets. Ha vékony a normal réteg (L = 1,2), akkor a Falci és tdrsai dltal megfigyelt
exponencidlisan csokkend amplitudot taldljuk a csovek kozti tavolsdg novelésével. Ezt az 5.4 abra betét-
jében lathatjuk, az dram ugyanis ardnyos a vezetSképességgel, ami aranyos az Andrejev transzmisszioval;
%TA =G = I/(vy —v) ~ exp(—2M/7&y), ahol & a szupravezets koherenciahossz.

A maésik harom tartomanyt szemlélteti az 5.7 abra. Kis L-ekre (vékony normal rétegre) az Andrejev-
transzmisszi6 linedrisan novekszik L-lel az Ohm-torvénynek megfeleléen. Amig a rendszer karakterisztikus

meérete kisebb az elasztikus szabad uthossznal (M, L < Aq), a rendszer a ballisztikus rezsimben van, és ekkor
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5.6. abra. Az Andrejev-transzmisszio fliggése a csovek M tavolsagatol a normal réteg kiilonbozd L vastagsiga
mellett.
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5.7. abra. Az Andrejev-transzmisszié részletes vizsgalata normal csovek esetén. A csovek kozti tavolsagok:
M =0,5,10, 20, 30,60, 100 rendre.

a vezetSképességhez illeszthets egyenes meredeksége valtozatlan M fliggvényében. Ez lathato az 5.7 abra y
tengelyhez kozeli részén. Ellenkezd esetben (M, L > Ao ) a rendszer diffuz. A karakteriszikus hosszusagok
szerint két tartomanyt kiilonboztethetiink meg, az egyikben a normal réteg vékony (L < M), ekkor az
ellenallas nagy része abbol ered, hogy a részecskék az egyik cs6t6l a masik cséig el kell jussanak. Az M+2-My
hosszusagu és L szélességd diffaz normél réteg vezetSképessége ekkor: G ~ oL/(M + 2 - My), ami szintén
lineéaris fiiggést jelent az L vastagsag fliggvényében, csak az M tavolsag novelésével az egyenesek meredeksége
csOkken. Ez lathaté az 5.7 abran ,Diffuz I” cimkével jelzett részen. Végiil abban az esetben, ha a rendszer
sokkal vastagabb, mint a kontkatusok tavolsaga, akkor két sorbakapcsolt ellenéllasként foghatd fel, elGszor
mig az elektron eljut a normal-szupravezeté hatarfeliilethez, majd lyukként visszaver6dik a masik cs6hoz.
Ennek soran kétszer halad végig a L hosszisagt és M + 2 - My szélességi diffaz tartoményon, amelynek a
vezetSképessége most: G ~ o(M + 2 - My)/2L, ami most 1/L-es fliggést mutat. Ez a ,Difftz II” cimkével
jelzett tartoméany az 5.7 dbra betétjében lathatd, ahol a log —log skildan a —1 meredekségi egyenes felel
meg az 1/L-es fiiggésnek. A két diffuz tartomanyon tapasztalt ellentétes L-fiiggesbdl latszik, hogy van egy
olyan L érték, amelyre a vezetGképesség maximalis, és ez az L ~ (M + 2 - My). Ekkor a normal tartomany

kozelitéleg négyzet alaki.
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5.3.2. Rezonans transzport

Mint mar emlitettem, a ferromagneses kontaktusok esetén a rendezetlenségre torténd atlagolas sordn sokkal
lassabban csokkentek a fluktuaciok, mint a teljesen hasonlé paraméterekkel rendelkezd, normal csévekhez
kapcsolt rendszerben. Ennek a kiilonbségnek a felderitésére mindkét tipust kontaktus esetében megvizsgal-
tuk a szorasi amplitidok energiafiiggését. Az eltérés szembettls, amint az az 5.8a abran is lathato. Mig

a normél csévek esetében az Andrejev-transzmisszié lassan véltozo, sima fiiggvénye az energidnak, addig
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5.8. dbra. Az Andrejev-transzmisszié energiafiiggése, diffiz illetve tiszta rendszerben, haromféle kontaktus
esetén: félfém, normaél, illetve gyengén csatolt normal (extra potencidlgatat vezettem be a kontaktusnal). A
»+ jelek a zart rendszer energiaszintjeit jelolik. Paraméterek: M = 10, L = 30, egyébként lasd az 5.3.1
alfejezetben megadott értékeket!

a félfém csoveknél majdnem zérus alapszintre keskeny, hegyes csucsok iilnek ra. Ez utobbi viselkedés a
rezondns transzportra emlékeztet. Gyengén csatolt kontaktusok esetén a transzport a rendszer energiaszint-
jein keresztiil torténik, azaz amikor van a rendszernek elérhets energiaszintje, akkor a részecskék beugranak
az energiaszintre, majd onnan a masik kontaktusra kiugranak. Ehhez a transzmisszios egyiitthatokra az
ugynevezett Breit—-Wigner rezonancia-feltételnek kell teljesiilnie [8,137]:

rr?
T(E) = 27; (E—E.) + L1 2)2/4° (5.11)
ahol az Osszegzés a zért rendszer F,, energiaszintjeire torténik, és I'! a potenciélgét ,szélessége” az i-dik
kontaktusnal, az n-dik energiaszinten. Elsé pillanatra nem vilagos, hogy a ferromégneses csévekhez kapcsolt
rendszerben miért lenne gyenge a csatolas, hiszen a csatolési allandé — a normal esethez hasonléan — meg-
egyezik a rendszerben érvényes atfedési energiaval (v = 1). Kideriil viszont, hogy a lokalis allapotstriiség a
ferromagneses kontaktusoknal kozel zérus, igy érvényes a rezonédns transzport feltétele. Ennek ellenérzésére
egyrészt modositottam a rendszert: a kontaktusokndl egy alagutazasi potencidlgatat vezettem be, ami meg-
valositja a gyenge csatolas esetét. Azt talaltam ekkor, hogy mindkét tipustu kontaktus esetén hasonlo jelleget

0lt a transzport, s6t a legtobb cstcs helye is megegyezik. Masrészt kiszdmoltam a tiszta, normal-szupravezetd
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doboz energiaszintjeit, valamint a rendszer Andrejev-transzmissziojat a tiszta hataresetben. Az 5.8b abran

latszik, hogy a transzmisszi6é csticsainak helye elég jol megegyezik a rendszer energiaszintjeivel.

5.3.3. Magneses tér szerepe

A kisérletekben a minta ardnylag egyszertien méagneses térbe helyezhetd, ezért fontos megvizsgalni a magne-
ses tér hatasat a rendszerben felléps nem-lokalis aramokra. Modelliinkben a Peierls-helyettesitéssel nehézség
nélkiil bevezethet egy a sikra meréleges magneses tér, ezért csak ilyen terek hatésat vizsgaltam meg. A méag-
neses tér bevezetésével az el6z6ekben megfigyelt nem-lokalis &ram megmaradt, s6t esetenként az amplitidoja

is megnovekedett.
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5.9. dbra. Az Andrejev-transzmisszio fliggése a mégneses tértsl egy adott szennyezd konfiguracio illetve
atlagolas mellett normal és félfém kontaktusok esetén. Az abran ® a rendszeren athatold teljes méagneses
fluxus, ¢ = h/e az elemi fluxuskvantum. Paraméterek: M = 10, L = 30, egyébkeént lasd az 5.3.1 alfejezetben
megadott értékeket!

Az 5.9a dbran az Andrejev-transzmisszi6 fiiggését dbrazoltam az egész rendszeren atfolyd magneses fluxus
fliggvényében. Ez az abra véletlen szennyezsk egyfajta elhelyezkedése mellett késziilt, de a tiszta hataresetben
is teljesen hasonlo gorbék kaphatok. Lathato, hogy az energiafiiggésre kapott eredményhez (lasd az 5.8 dbrat!)
hasonléan most is a normal fém és a félfém kontaktusok esete jelentGsen eltérd; mig normal kontaktusok esetén
az Andrejev-transzmisszio lassan valtozo, sima fliggvénye a térnek, addig félfém kontaktusok esetén cstucsok
jelennek meg. Az (5.11) Breit—Wigner rezonancia-feltételben a mégneses fluxus az energiaszintekben egy
eltolasként jelenik meg: rogzitett energia mellett most az energiaszinteket tologatjuk el, és emiatt lesznek —
az energiafiiggs esethez hasonléan — rezonancia csicsok a transzport egyiitthatokban.

A kisérletekben természetesen a szennyezdSkre dtlagolt mennyiségeket lehet mérni, ezért az 5.9b abran a
szennyezdGk elhelyezkedésére atlagolt Andrejev-transzmissziot abrazoltam. Mindkét esetben jelentGsen meg-
nétt az Andrejev-transzmisszié valoszintsége a zérus térhez képest. Kis fluxusnal (& < ®g) egy kinyitas
lathato, ezenfeliil az 4tlagolt mennyiségben oszcillaciok jelentek meg. A rezonéns transzport kép ennek meg-
értéséhez nem nyujt segitséget, ugyanis abban a képben ez az energiaszintek szamanak novekedését jelente-

né, amire nincsen szemléletes magyarazat. Ehelyett érdemes szemiklasszikusan meggondolni a rendszerbeli
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transzport folyamatot. Zérus magneses tér esetében az elektronok (és lyukak) egyenesek mentén mozognak.
Az elektron (lyuk) az NS hatarfeliileten azonos irdnyban, ellentétes spini lyukként (elektronként) visszave-
r6dik, és a beess részecske palyajat visszafelé bejarja. Ily modon az elsédleges folyamat az Andrejev-reflexio
(kivéve, ha a félfém kontaktusok esetén az gatolva van). Ezzel szemben, ha egy kis mégneses teret kapcsolunk
be, akkor az elektronok (lyukak) a ciklotron sugarnak megfelel§ koriveken haladnak. Ha egy elektron (lyuk)
az NS hatarfeliileten Andrejev-reflektalodik, akkor a visszavert lyuk (elektron) pélyédja elkanyarodik a beesd
részecskéétdl, és megfelel6 geometriai feltételek teljesiilése esetén eljuthat a mésik cs6hoz. Ilyenkor az elséd-
leges folyamat lehet az Andrejev-transzmisszioé is, ami a kis fluxusnél lathato kinyitast is megmagyarazza.
Ezt a jelenséget magneses fokuszalasnak nevezik [138,139], és a transzport egyiitthatokban szintén cstacsokat
eredményez. Mivel a rendszeriinkben a rezonédns transzport és a magneses fokuszalas egyszerre 1ép fel, a
kett6t nehéz megkiilonboztetni. Az egyik lehetdség a rendszer ,megnyitasa” az 5.1b abran lathaté modon.
Ebben az elrendezésben folytonos a rendszer energiaspektruma, a diszkrét energiaszintekhez kapcsolodo re-
zonéns transzport eltiinik. A moédositott rendszernek és szemiklasszikus megfelelGjének tanulméanyozasara

késgbb keriil majd sor.

5.4. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben egy FNS hibrid rendszer transzport tulajdonsagait vizsgaltam egzakt rekurziv Green-
fliggvény modszerrel. Az elrendezés a Falci és tdrsai altal javasolthoz hasonlé: két ellentétesen polarizélt
ferromégneses csé egy szupravezetShoz csatlakozott, csak most egy normal (difftz) réteggel is kiegészitet-
tem a rendszert. Ezaltal az alagutazasi hatareset miatt exponencidlisan kicsi nem-lokalis dram ampliti-
doja tobb nagysagrenddel megnovekedett. Egy rezisztor modell segitségével megmagyardztam az Andrejev-
transzmisszi6 alapvetd jellegzetességeit a geometriai paraméterek kiilonb6z6 tartoményaiban. Elrendezésiink-
ben a ferroméagneses csovek rezonans transzportra vezettek, amit alagitazasi potencidlgat bevezetésével és
az energiaszintek kiszamitasaval igazoltam. A normadl tartoményban méagneses tér alkalmazésaval az dramok

nagysaga tovabb novelhetd.



Fuggelék

A. Visszatérési valdszintiségek kiszamitasa

Elgszor gondoljuk meg, hogy v sebességii, a fazistérben homogén
eloszlassal rendelkezd részecskék egy A feliileti lapnak iitkdzve,
milyen sebességeloszlassal fognak rendelkezni (a szog fliggvényé-
ben). Ha ugyanis feltételezziik, hogy a rendszeriinkbe egy feliile- DT
ten olyan részecskék érkeznek, amelyek a fentieknek megfelels re-
zervoarbol szarmaznak, és kizarolag izotrop folyamatokon esnek

at a rendszerbe belépés el6tt, akkor éppen a beérkezési feltétel-

bél kiszamolt eloszlassal kell ,beléni” Sket. A részecskék adott
T, T + AT idGintervallumban vAT utat tesznek meg. Az A fe-
lilletre az &bran lathaté paralelogramma alaki térfogatelembdl A
juthatnak el részecskék, ennek magassaga az A feliilere mergle-

gesen: my = vAT cosa, igy térfogata: V = A.my. Ebben a
térfogatelemben V.pg—? azon részecskék szadma, amelyek sebessé-
gének irdnya « sz0g da kornyezetében van, ahol p a részecskék
strtisége.
Ebbdl egyiittesen az adodik, hogy

P(a)da = AvAT cos ap;l—:. (A.1)

Altalaban a szdgeloszlast 1-re szokas normélni, azaz

w/2
1= / P(a)da = AvATap; (A.2)
™

—7/2
egyenletbdl p megvalaszthaté agy, hogy az eloszlas normalt legyen. Végeredményben a keresett eloszlés:

1
P(a)da = 5 cos ada. (A.3)

Ez az eloszlas kiindulépont a visszatérési valoszintiségek kiszamitasdhoz. Ha szimulacioval akarjuk megha-

tarozni egy rendszer P(s)ds visszatérési valoszintségét, akkor a feliileten egyenletesen, a szogben az (A.3)

83



84 FUGGELEK

eloszlassal kell bel6ni részecskéket, és statisztikat késziteni arrdl, hogy mekkora s utat tesznek meg a feliiletre
valé visszaérkezésig.
Néhany esetben lehetség nyilik a visszatérési valoszintiség analitikus meghatarozésara. Ehhez meg kell

keresett P(s)ds visszatérési valoszintiség.

A.1. Dobozbiliard

Tegyiik fel, hogy egy kétdimenzios, W x d méretd doboz bal oldali, W hosszisagu falan bel&tt részecskék
visszatérési valoszintiségét akarjuk meghatarozni. A falakon visszaver§dést az adott falra torténd tiikrozéssel
helyettesitve a dobozbeli trajektoria egyetlen egyenessé transzformalhato. A részecske akkor tér vissza a
belovési feliiletre, amikor az egyenes eléri a 2d tavolsagnyira tiikrézott falat (lasd az A.la abrat!). A megtett

ut hossza s, és az abrabdl is leolvashato, hogy s kifejezheté a-val és a doboz jellemzdivel: scosa = 2d,

A

derivaltjéra:
-1 2d
da = —— (—2> ds. (A4)
@
Ezt felhasznalva: ) 0
P(s)ds =2 P(a)da =2 s — <—2) ds, (A.5)
2 1— (E)Q S

ahol a 2-es faktor a cos fiiggvény paritdsa miatt van; adott s-hez egy-egy pozitiv illetve negativ a érték
2d

s’

amit felhasznalva rendezés utan:

P(s)ds = Lds. (A.6)

- 2d 2
sy 1= (%)
Ez az eredmény lathatoan fliggetlen a doboz W szélességétdl, a levezetésben hasznalt tiikrézéses modszer is

azt sugallja, hogy d vastagsagu, végtelen hosszi szupravezetG-normal-szigetels (S-N-I) rétegre is alkalmazha-

t0. Az eredmény megegyezik a 4.4.1 fejezetben a sajatfazisokkal kiszamolt (4.51) visszatérési valoszintséggel.

A.2. Korongbiliard

Most szamoljuk ki két koncentrikus korvonal kozotti bilidrd esetén a visszatérési valdsziniiséget! A belsd
korvonalrél kiindul6 és oda visszaérkezs lehetséges palyak az A.1b abran lathatok. A belsd kor sugarét r-rel
jeloljiik, a kiils6ét R-rel, az « szdget az abran lathaté moédon az AO egyeneshez mérjitk. A bel6vési szogek
eloszlasara most is az A.3 eloszlasfiiggvényt hasznaljuk. A pélya hossza s = 2AB lesz, igy el6szor AB-t kell
meghatarozni. Ehhez irjuk fel az ABO haromszogben a koszinusz tételt az A csicsnal fekvs szogre. Mivel o

a BAOJ sz0g kiegészits szoge, a tételben a cos(180° — o) = — cos « szerepel:

R? =% 412 + 2rl cos a, (A.7)
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B
o
2d
(a) Dobozbiliard (b) Korongbiliard

A.1. dbra. Tllusztraci6 a visszatérési valészintségek kiszamolasahoz.

teljes négyzetté alakitva, a gyokvonésnal csak a pozitiv megoldast tartva meg (I-re pozitiv megoldast kere-

stink) rendezés utén kaphato, hogy:

322122( RQ—r2sin2a—rcosa), (A.8)
vagy a-ra rendezve:
R2 2 2 4
Q= arccos r—s/ (A.9)
s
Differencialis alakban:
-1 _ s _ R2 2 Q2 4
da = ( 2rs — ( A / )T) ds (A.10)
\/1 o <R277'2732/4>2 (7"8)
Ezt felhasznalva:
cos & 1 (R? —r? + 52 /4)

P(s)ds =2 P(a)da =2 ds, (A.11)

2 \/1_ (Rz—r2—52/4)2 rs?
rs

ahol a 2-es faktor ismét a cos fiiggvény paritasanak kovetkezménye. Behelyettesitve o (A.9) alakjat az alabbi
kifejezés adodik:
(R? — T2)2 —s%/16

’/’283\/1 _ <R27r2732/4)2

Egyszertien belathaté, hogy a legrovidebb lehetséges palya a két korvonal kozotti sugar kétszerese, mig

P(s)ds =

ds. (A.12)

a leghosszabb palya az, amely éppen csak érinti a belsé kort. Az el6bbinél a koszinusz tétel elfajul és
Smin = 2(R — r) adédik, mig az ut6bbi esetben Pitagorasz-tételbe megy &t, ahonnan: spax = 2v R2 — r2.
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Ezekbdl a definiciokbol r és R kifejezhetdk:

2 2 2 2
Smax — Smin s + Stin

p= 12X W lletve R = T2
43111in 4Smim

(A.13)

Ezeket az Osszefiiggéseket kihasznélva algebrai atalakitdsok utan a keresett visszatérési valdszintiség az aldbbi

alakban irhato fel:
!

P(s)ds = max ds, (A.14)
4r32\/(s2 — sfnin) (% — 32)

ami megegyezik a 4.5 fejezetben a korongbiliard esetében bemutatott eredménnyel.

B. A Green-fiiggvény kiszamitasa racson

Egy mezoszkopikus rendszer vezetGképessége a Landauer formula szerint meghatarozhatd a transzport
egyiitthatokkal. Ezen egyiitthatok kiszamitasdnak egyik gyakran alkalmazott moédja a Green-fiiggvények
ismeretén alapul. Ehhez alapvetd feladat, hogy minél bonyolultabb szerkezetek esetén ki tudjuk szamolni a
Green-fiiggvényt. Ennek egyik kulcsa a rekurziv Green-fiiggvény modszer, ami lehet&vé teszi a rendszer teljes
Green-fiiggvényének alktotorészekbdl valo felépitését. A fejezet felépitése a kovetkezs: a B.1. pontban be-
mutatom a rekurziv Green-fliggvény maodszert, a B.2. pontban a szérési tartomany Hamilton-operatordanak
decimalasat, végiil a B.3. pontban egy félvégtelen, ismétlsds struktira (= cs6) Green-fliggvényének kiszé-

mitasat.

B.1. Rekurziv Green-fiiggvény moédszer

A modszert Thouless és Kirkpatrick rendezetlen linearis lancok vezetéképességének kiszamolasara javasolta
el@szor az 1980-as évek elején [140]. A modszert, illetve tovabbfejlesztett valtozatait sikerrel alkalmaztak
topologikus rendezetlenségek [141], kétdimenzios Anderson-lokalizacio [142], magneses térbe helyezett nano-
struktarak [143] vagy bonyolult alaku, rendezetlen szennyezett rendszerek [144] tanulményozasara.

GO 1%
O odbe

n n-1 n’

B.1. abra. Egy pont hozzaragasztasa egy lanchoz. A pontok jelolhetnek tényleges racspontokat vagy lancokat
és alsikokat két- illetve tébbdimenzids esetben.

El6szor bemutatom egy kvazi-egydimenzios rendszerben, hogyan lehet egy ismert Green-fiiggvény lanc-
hoz egy pontot egy kolcsonhatassal hozzdkapcsolni. Tekintsiink egy olyan rendszert, ami pontokbol és a

szomszédos pontok kozotti kolesGnhatdsokbol all! A pontok tetszéleges m szabadsagfokuak lehetnek. Ha
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m = 1, akkor valodi egydimenzios rendszerrdl van sz6. Ha m > 1, akkor egy adott racsponton a hullamfiigg-
vényt jelolje |n), ami egy m dimenziés vektor. A G Green-fiiggvényt a racson egy olyan matrix reprezentalja,
aminek a G, v = (n | G(nmn'm/; E) | n’) elemei m x m’ dimenziés méatrixok.

Tegyiik fel, hogy ismerjiik a B.1 &dbran lathato rendszer G° Green-fiiggvényét, amikor az n’ — 1 és n/
pontok kozotti nincsen kolesénhatas. A két pont kozotti V' kdlesonhatast bekapcesolva a pontszennyezdkre

vonatkoz6é Dyson-egyenlet
G=G"+GVG (B.1)

alaktu. A racson ennek a fenti reprezentacidja a kovetkezs lesz:

G =G+ GO ViiGY 0, (B.2)
]

ahol V;; = (i | V' | j), és i, j indexeket az Osszes racspontra kell 6sszegezni. Mivel a kolcsdnhatas pontszerd,
csak Virnrg1 # 068 Vi1 # 0. Figyelembe véve, hogy GY , =0és GY, |, = 0, az Osszegzések elvégzése

utén csak a kovetkezs tagok maradnak meg:

Gnn’ = G%n/flvn’fln’Gn’n’
G = GO 4 GO Vinrns—1 G (B.3)

ahol a jobb oldalon megjelend ismeretlen G,/ _1,/-re is fel kell irni a Dyson-egyenletet:
Gnlfln/ - G9Lu1n/71vn’71n’Gn’n’- (B4)
A 3 ismeretlenhez 3 egyenlet tartozik, igy a meghatarozand6 Green-fiiggvény matrixelemek kifejezhet&k:

Gn n’ = G(T)l n/_lvn/_l n’ [1 - G?LIH/EEL/] -t G?m’n/
Gn/n/ == [1 - G?L/n’ Eg/] -t G?L/’n’? (B5)

ahol E?u = Vn/n/_ng,_ln,_an/_ln az j pont és a lanc kdlcsonhatésanak sajatenergidja. Lathato, hogy az
Gj G Green-fiiggvény kiszamitasahoz csak a G, ., ;,G% , | és GY, , elemek ismeretére volt sziikségiink.
Ha most egy tjabb, n’ + 1-dik pontot akarunk a rendszerhez ragasztani, akkor az imént kiszamitott G,, s és
Gy mellett az Gj pont sajat Gir11n41 Green-fliggvényére van sziikséglink. Kiindulhatunk egy félvégtelen
periodikus lancboél, amihez az imént ismertetett médon pontonként hozzédkapcsolhatunk egy rendezetlen
tartomanyt. Innen ered a rekurziv elnevezés. Latszik az is, hogy akar minden pontban egy ismert Green-
fliggvényt oldallanc is csatlakoztathato.

Lathato, hogy abban az esetben, ha az egyes pontok szabadsagi foka m > 1, akkor a (B.5) egyenletben

métrix invertalasokat és matrix szorzasokat kell elvégezni. Mivel az ezekbdl felépitett rekurzié elég nagy

B
0
miveletigényti, egy tovabbfejlesztett modszert alkalmazunk. Jelolje g = (go 5] a csovek feliileti Green-
g

0

v+ O) a kolcsonhatas matrixa. Ekkor a teljes rendszer Green-

fliggvényének matrixat, és legyen heg = (
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fiiggvénye:
G = [1fgheff]_1g- (B6)
Bevezetve a fenti jelolést ¢ =GY,, ¢ =GO, ., V=V, &8V =V
1 —GY Vi
1-— He = mnenn ) B7
g i <_G9L/’n./ Vn/n ]. > ( )
ez a hiperméatrixok inverzének particionalt alaku felirasa szerint [145] a kovetkezd alakra hozhato:
_ 1 +ngVnn/X_lG%/n/Vn/n Gmenn/X_l
[1—gHg] " = e " 7 (B.8)
X Gn/n/Vn’n X

ahol X =1—G%,, VinG Vi = 1 — GO

n’'n’

¥0,. Behelyettesitve B.8 eredményt a (B.6) képletbe belatha-
t0, hogy a megfelel§ hipermatrix-elemek megegyeznek a rekurziv Green-fiiggvény modszerrel kapott (B.5)

egyenlet specidlis n’ — 1 = n esetével.

Az eljaras a fentiek szerint a kovetkezs lesz: a szorasi tartoméanyt egyetlen Hog kolcsonhatassal kifejezem,
majd a (B.6) egyenlettel a csovekhez kapcsolom. Megjegyzem még, hogy mivel altalaban |g| # 0 teljesiil,
a (B.6) kifejezés helyett G = [gfl - Heﬁ‘]71 is hasznalhat6. El6fordulhat olyan eset, hogy pontosabb ered-
ményt ad a két invertalas alkalmazéasa, mint egy invertalas és két szorzas; ezt a konkrét alkalmazéaskor kell

eldonteni.

B.2. Decimalas

A B.2 4bran lathato rendszer transzportja szempontjabol elegends a Green-fliiggvényt a csovek csatlako-
zasaban 1évé pontok halmazan (M) ismerni. A rendszert felbonthatjuk a csovekre, amiknek kiilon-kilon
meghatarozhatjuk a Green-fliggvényét (lasd példaul a kovetkezs fejezetben), és egy szoréasi tartoményra.
A decimélas modszer segitségével a szordsi tartomany transzport szempontjabol kevéssé fontos szabadsagi
fokait eliminaljuk.

A tartoményt szoros kotésii kozelitésben az alabbi Hamilton-operator irja le:

H =Y "i)ei(i| = > i) Vi, (i,
' i
ahol |é) az i racspont koriil lokalizalt allapot. A Schrodinger-egyenlet a racson a kovetkezs M + N darab

egyenlet:
M+N

> H;;¥; = EV;, (B.9)
j=1

ahol i egy tetszéleges allapot, ¥; = (i|¥) jeloli a hullamfiiggvény értékét az i-dik racsponton, H; ; = (i|H|j)

a Hamilton-operator a racson, az 0sszegzés az M pontjain, és a bels6 N szabadsagi fokra torténik. Legyen
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B.2. abra. A vizsgalt rendszer egy tetszéleges alaki szorasi tartoménybol és a hozza kapcsol6d6 nanodrétokbol
all.

[ egy tetszdleges belst szabadsagi fok! Ekkor:

M+N
Z H;;V,; + H; VU, = EV,. (B.10)
j=1
J#

Ha a (B.10) egyenletet felirjuk az i = [ esetben, akkor kifejezhetjiik bel6le U;-et:

M+N

> Hy ;. (B.11)
j=1
J#1

1

U= ——
T E-H,

Behelyettesitve a hullamfiiggvény (B.11) alakjat a (B.10) egyenletbe

M+N

H; Hy
E H,; + ——— |V, = EV, B.12
= ( J + E—H” J ( )
J#l

kaphat6. Ezt tekinthetjiik agy, hogy a hullamfiiggvényiink véiltozatlan, a Hamilton-operator megvéltozik, és

eggyel csokkent a szabadsédgi fokok (egyenletek) szama:

M+N-—-1
> HV; =E,
j=1
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ahol H}; = H;; + glgi; Az eljarast mindaddig folytathatjuk, mig M szabadséagi fokunk marad meg;:

M ~
ZHij\IJj = EV,. (B.13)

j=1

Az igy kapott H és H sajatfiiggvényei megegyeznek minden M-beli pontban. Az eljaras sordn minden

lépésben az Osszes racspontra ki kellett szdmolni H' 6j értékét. Abban az esetben, ha a rendszer szeletekre

- - MM - -
- 4%%%%

B.3. dbra. H.g elGéllitasanak szemléltetése. A vastag fekete vonalak a szeleteket, a vékonyak a kolcson-
hatasokat jelolik. Sziirke az adott lépésben eliminalt szelet. A szaggatott vastag vonal az iires szeletet
szimbolizalja.

Hefr

bonthatd, és csak a szomszédos szeletek kozott van kdlcsonhatés, az eljaras hatékonysaga novelhets. Vegyiink
harom szeletet Hi-et, Ho-6t és Hs-at, illetve a koztiik hato Vio és Va3 kolesdnhatasokat. Vilagos, hogy ha a
kozépss szelet (Hs) pontjait kezdjiik eliminélni, akkor megvaltozik Hy, Hs, és létrejon egy Vi3 kolcsonhatas
is, azonban semmilyen més szeletet nem érint az eljards. A B.3 4bra szemlélteti, hogy hogyan jarunk el;
a kozépss szelet racspontjait teljesen elfogyasztjuk, azutan Gjabb szeletet vesziink hozzi a rendszerhez, és
megint a kdzépss szeletet eliminaljuk. A rendszer két szélén egy-egy iires szeletet csatolunk, amik a csévek
csatlakozasi helyeinek felelnek meg. Koztiik minden szeletet eliminalunk, igy kapjuk meg H.g-et, amivel

Osszekapesoljuk — az el6z6 fejezetben ismertetett médon — a csévek Green-fiiggvényét.

B.3. Félvégtelen cs6 Green-fiiggvénye

A félvégtelen cs6 Green-fiiggvényét a végtelen cs6 Green-fiiggvényébdl hatarozzuk meg, a hatarfeltétel illeszté-
sével. Elvileg lehetséges a félvégtelen rendszer hullamfiiggvényébdl kozvetleniil kiszdmolni a Green-fiiggvényt,

azonban taldn valamivel kényelmesebb ez a modszer.

Végtelen csé Green-fiiggvénye

Végtelen csovon olyan rendszert értiink, amely ismétl§ds szeletek végtelen lancaként all el§. Legyen Hy a
szeletek Hamilton-operatora, Hy jelolje a szeletek kozotti kolecsonhatést, z irdnyban végtelen, periodikus a
rendszer. Hj lehet egyetlen szam, ez a linearis egydimenzios lanc esete, lehet két dimenzioban a keresztirany

Hamilton-operétora, de lehet akar egy lancdarab, ami ismétlédik. A rendszer Hamilton-operatora végtelen
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dimenzios, tridiagonalis, a f6atloban a Hy, mellette jobbra illetve balra rendre Hy és H I ismétlsdik:
H;j = Hobij + Hi0ij1 + H|0i11 5, (B.14)
ahol §; ; a Kronecker-delta. A rendszer Schrodinger-egyenlete a kovetkez6 alaki lesz:
Ho|¥(2)) + Hi|¥(2+ 1)) + H{r\\ll(z —1)) = E|¥(2)) (B.15)

Végtelen periodikus rendszer hullamfiiggvénye felirhat6 a |¥(z)) = e**1%|k) Bloch-fiiggvényekkel [24]. Nul-

lara rendezve a kovetkez6 egyenlet kaphato:

(HO + Hye™™t 4+ Hiemh1 — E) k) = 0. (B.16)
A (B.16) sajatérték-egyenletnek akkor van megoldasa, ha a szekularis egyenletnek van:

det (HO + Hie* 4 Hemhi - E) ~0. (B.17)

Ha ezt az egyenletet rogzitett &k mellett megoldjuk, akkor kapjuk az £ = E(k)) diszperzids egyenletet.
Szérasi problémak megoldasakor viszont rogzitett £ mellett kell meghatarozni a (ky,|k|)) parokat. Bar egy
gyOkkeresd algoritmussal a (B.17) szekularis egyenlet gyokeit meg lehetne keresni, de kényelmesebb ehelyett

egy ekvivalens sajatérték-problémat oldani meg:

H ((’;) =z ((’;) , (B.18)

b (Hf1<Ho ~ E) HleI> |
1 0

ahol
(B.19)

Belathato, hogy a két probléma ekvivalens, abban az esetben, ha H; invertalhato, és ekkor Z = eI, y = K1)
és ® = x/Z. Ha Hy M x M dimenziés métrix, akkor B.17 egyenletben Z = e**I helyettesitéssel mindkét
probléma szekularis egyenlete Z-nek 20 -fokd polinomja, aminek pontosan 2M megoldésa van. Viszont a
|k|) sajatvektorok egy M dimenzios vektortér elemei, amiben csak M fiiggetlen vektor van. A kettes faktor
annak felel meg, hogy a z irdny szerint megkiilénboztetiink balra haladé (lecsengd) illetve jobbra haladé

(lecsengd) modusokat. Ha ky képzetes része pozitiv (negativ), akkor az egy jobbra (balra) lecsengé modus.

H, H, H, H, H,
st Hy et Hy et Hy et Hy e
zZ

B.4. 4dbra. Végtelen periodikus rendszer (cs6) Hamilton-operdtordnak szemléltetése.
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Mivel egy parosfoku polinom esetén minden megoldas komplex konjugéaltja is megoldés, ezért minden jobbra

lecsengd modushoz tartozik egy balra lecsengd modus is. Ha k) valds és a ves = %agg;”) csoportsebesség

pozitiv (negativ), akkor jobbra (balra) haladé megoldéasrol beszéliink. A tovabbiakban kll"+ (kll"_) a jobbra
(balra) haladé vagy lecseng6 modusokat jeloli. Megjegyezziik, hogy abban az esetben, ha H; = H I, akkor
minden k| megoldashoz —k is megoldés, azonos |k|) sajatfiiggvénnyel. Ez azonos jobbra és balra halado
(lecsengs) megoldast jelent, azaz a rendszer az idGtiikrozésre invarians.

A rendszer Green-fiiggvényének egyenlete a (B.15) Schrodinger-egyenlet zérusra rendezett alakjabol szar-

maztathaté oly médon, hogy kiegésziil egy forras taggal:
(HO _E)Gzz’ +H1Gz+1z’ +HIG2712’ = 52,2’7 (B20)

ahol 6., a Kronecker-szimbolum. A Green-fliggvény a hullamfiiggvények ismeretében formalisan G =
> % Osszegként frhatd, ahol az Gsszegzés az Osszes allapotra torténik. Ennek kiértékelése helyett probal-

kozzunk a kovetkezd ansatz-cal:

k‘l + +(z—z')<Al,+| ha z > S
, (B.21)
R ha z < 2/
I

Gzz/ =

NE HM:

l

1

ahol kihasznaltuk, hogy a Green-fiiggvény a z = 2z’ ponttdl eltekintve egy hullamfiiggvény, és megkoveteltiik,
hogy a 400 hatarokon lecsengs legyen. Az (A% vektorok meghatérozésihoz a (B.21) alakot be kell helyet-
tesiteni a (B.20) egyenletbe, valamint meg kell kovetelni a Green-fiiggvény egyértékiiségét a z = 2’ pontban.

Ezekbdl egy tetszbleges végtelen csé Green-fiiggvénye a kovetkezs lesz;

M
Z|k|l"+> BUME (kl+|V ! ha z > 2/
) =1
Goo=4 ' : (B.22)
SRy et z)<kl V' haz<z
ahol
—i 1+ , ,— —i l,— ,—
V= ZHT[W L (B.23)

Hatarfeltétel illesztése

Tekintsiink el@szor egy bal oldali félvégtelen csévet, azaz zg — 1 legyen a csé elsG szelete, és a cs6 a —oo
felé folytatodjon. A félvégtelen csé Green-fliggvényét a végtelen cs6 (B.22) Green-fliggvényének ismeretében
fogjuk meghatarozni. Egy Green-fiiggvény a z = 2z’ ponttél eltekintve egyszerd hullamfiiggvény, igy a

hullamfiiggvényhez hasonlé hatarfeltételt kell kielégitenie, ebben az esetben:

Gaoy =Gy = 0. (B.24)
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Green-fliggvényhez hullamfiiggvények tetszéleges linearis kombinaciojat hozzdadva szintén Green-fiiggvényt
kapunk, igy keressiik a félvégtelen cs§ Green-fliggvényét a végtelen csé Green-fiiggvénye és a kovetkezd

kifejezés Gsszegeként:

ZC’ 2 20)] kl+>ek” # ha z > 2/
|A (2,2, 20)) = , (B.25)
b=
ZC (2, 20 |k: yethiE ha z < 2/

ahol Ch* egyiitthatok a (B.24) hatarfeltételbsl hatarozhatok meg. Algebrai szamolasok utan a ¢® =
G z0—12,—1 bal oldali, feliileti Green-fiiggvényre kovetkezd eredmény adodik:

o Vi U =11, Gkt _
Z|k R R e k! kY (B.26a)
Ll'=1

Teljesen hasonl6 eljarassal kaphato a jobb oldali feliileti Green-fiiggvény:

M
! 7 Vit —ikb— ,— -
gh= 1= k) e (kl TR T e Ry T VT (B.26b)
L,I=1

Megjegyzem, hogy nyilvanvaldéan gg és gy nem fiigg zp-t6l, ami az eltolasi invariancia kdvetkezménye. Ha a

rendszer id6tiikrozésre invaridns, akkor a bal-jobb szimmetria a feliileti Green-fiiggvényeken is latszik.

C. Szo6rasi matrix

Egy ismert Hamilton-operatora nyilt rendszerben E energidn a bejévés és kimend sikhullim megoldéasokat a
szorasi métrix kapcsolja Gssze:
|KI)=S(F)|BE). (C.1)

Ha a rendszer két nem-szupravezets félvégtelen csével két normal rezervoarhoz van kotve, akkor a szorasi

métrixot egy 2 x 2 hipermatrixként szokas felirni:

S(E) = <r(E) tl(E)) , (C.2)

ahol r,,, (E) (r'(E)mn) reflexios amplitudo az els6 (masodik) cs6ben bejovs n-edik modust koti Ossze az
els6 (masodik) csében kimens m-edik moédussal, illetve t,,,(E) (t'(E)my) transzmisszios amplitadé az els
(masodik) csében bejovs n-edik modust kapcesolja dssze a méasodik (elss) cs6ben kimend m-edik méodussal.

Most keressiikk a szordsi matrix elemeit, ha a rendszert egy adott energian a (B.26) feliileti Green-

fiiggvénnyel irhatjuk le! Ha |¥(z)) a B.3 fejezetben hasznalt hullamfiiggvény, akkor a szokdsos médon a
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szorocentrumtol elég tavol a kévetkezéképpen irhato fel:

zkll‘ T zkn -
Kb

M E e

k"+

O

Tnl|kH ) ha 2z <0

tulk] ™) ha z> L

ahol z = 0 és z = L olyan pontok, amik elég tavol vannak a szérocentrumtol. A szokasos modon az
amplitadokat a csoportsebesség gyokével kell normalni, mert igy S unitaritdsa az dramok megmaradasat
fejezi ki. Az n-edik jobbra (balra) haladé modus csoportsebessége definicié szerint:

n,t
fw(l{;”)_i<kn)i|He
k= bl !

—ikmE

ikl n
I k). (C.4)

v™E = I —Hle

A végtelen periodikus rendszer esetén kénnyen belathatd, hogy a feliileti Green-fiiggvénybdl a kivetkezd

projektorok segitségével tetszileges moédushoz tartozo hullamfiiggvény kinyerhetd:

kni !

I
PrEE) =V T K ). (C.5)

Ezt a projekciot a szennyezett rendszer Green-fliiggvényére alkalmazva, és a (C.3) hullamfiiggvénnyel Gssze-
vetve a szoradsi amplitidok megkaphatok:

" n,—
Pam = ~0um 1]~ —(K1"7| GooV K™

. (C.6)
vt —zkm L, ,,
tnm: W@ H <k? +| GL()V |k/’ >7
és teljesen hasonl6an a jobb oldalon elhelyezett forrassal r/,,., ¢/ amplitadok is megadhatok:
o m,—
o = e ™Ik Go v R)
v - (C.7)
P = =0m + | == (k| GLoV K7,
A szoérési amplitudokbol a reflexio illetve transzmisszié valdszintisége is kiszamolhato:
T = Tr(t't) T = Te(t'Tt) ©8)
R = Tr(rr) R’ = Tr(+'Tr"). '

Mivel a leirds egyel6re semmit sem feltételezett a z-irdnyu lanc pontjainak bels§ szabadsagi fokairdl, igy
minden tovabbi nélkiil alkalmazhat6 szupravezet6t is tartalmazoé rendszer esetén is. Ekkor minden ponthoz

elektron- és lyukallapotokat kell egyarant hozzarendelni. A hullamfiiggvényeket, Green-fiiggvényt, szorasi
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métrixot az eddig leirtakhoz teljesen hasonléan kell kiszdmitani, csak arra kell vigyazni, hogy a szamolas
sordn végig ugyanabba az vektor- illetve matrixkomponensekbe keriiljenek az elektron- és lyukallapotok.
Modositasra csak az utolsé 1épésben van sziikség, amennyiben az atloésosszeg képzése sordn most csak a

megfelel§ almatrixra kell az 6sszeget képezni:

TO = Tr(tl—ete—e) T6 = Tr(t/eT—et/e—e)

TA = Tr(tl_hte_h) T:A = Tr(tg_ht/e_h) (C 9)
Ro = Tr(r]_.re ) b="Tr(rl ) '
Ra = Tr(rlihre_h) R, = Tr(rgfhréfh),

ahol t._. a t méatrix elektronéllapotbdl elektronallapotba, t._; az lyukallapotbol elektronallapotba torténd
transzmissziot leiro része, sth. A szorasi matrix unitaritdsa miatt ezek a valoszintiségek a tp_p, th—e, Th_p Sth.
amplitadokkal is kifejezhetok. Osszességében, mivel Hy-ra csak a hermeticitast és H-re az invertalhatosagot
tettiik fel, az ismertetett modszerrel sokféle rendszer vezetési tulajdonsagai vizsgalhatok. Természetesen az
eljaras altalanosithato ketténél tobb csé és rezervoar esetére is, ott azonban a decimalas gyorsitott valtozata

altalaban nem hasznalhato.
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A XX. szazad utolsé évtizedeiben a mezoszkopikus rendszerek a transzport jelenségek vizsgalatanak ked-
velt rendszereivé valtak. Az 1990-es években a nanotechnologia fejlédése lehetévé tette mezoszkopikus mére-
td, ballisztikus félvezets rendszerek és szupravezets tartomanyok Osszekapcsolasat, ezaltal hibrid rendszerek
faziskoherens vezetési tulajdonsigainak illetve gerjesztési spektrumanak vizsgalatiat. Normal-szupravezets
hibrid rendszerekben az NS hatarfeliilteknél Andrejev-reflexié kovetkezik be, amelynek soran egy elektron
(lyuk) faziskoherensen lyukként (elektronként) verddik vissza. A hibrid rendszerekben az Andrejev-reflexio
miatt egy sor 4j jelenség lép fel, mint példaul gap alatti vezetés vagy negativ négypont vezetGképesség.

Ebben a dolgozatban az Andrejev-transzmisszié hatasat vizsgaltam meg hibrid kétdimenzios elektrongaz
rendszerek kiilonbozé transzport tulajdonsigaira. Szamitdsaim sordn a Bogoljubov—de Gennes-egyenletet
oldottam meg lépcsofiiggvény kozelitésben, az Andrejev-kozelités alkalmazasa nélkiil. A kapott megoldasokat
szemiklasszikus kozelitésekkel is Osszevetettem, és tobbnyire kivald egyezést taldltam.

A bevezetést kovetGen a 2. fejezetben a Bogoljubov—de Gennes-egyenletet és a legegyszertibb megoldéasat
ismertetem, egy rovid kitérével a lépcséfiiggvény kozelités alkalmazhatdsagarol.

A 3. fejezetben NS hibrid rendszerek palyahossz-eloszlasat — a reflexios vagy transzmisszids amplitido
teljesitményspektruma — vizsgaltam, és azt taldltam, hogy diffraktiv ponto(ka)t is tartalmazo6 rendszerben
csucsok jelennek meg negativ hosszusagoknal is. A cstucsokat az egész tartomanyban sikeriilt a szemiklasszi-
kus palyaknak megfeleltetnem. Bizonyos palydk esetében a lyukként megtett palyarészek hossza nagyobb
volt, mint az elektronként megtett palyarészeké, ami negativ palyahosszat eredményezett az ilyen palyakra.

A 4. fejezetben Andrejev-bilidrdok energiaspektrumét tanulmanyoztam. Tetszéleges alaki, ismert szorasi
méatrixi normél rendszert egy nyakkal szupravezet6hoz csatolva meghataroztam az igy létrehozott Andrejev-
biliard szekularis egyenletét. Ezen egyenlet numerikusan megoldasai adtak a bilidrd egzakt energiaszintjeit.
Az igy kapott eredményeket az Andrejev-bilidrdok allapotsiriségének Bohr—Sommerfeld-kozelitésével ha-
sonlitottam Ossze. Az allapotstirtiségben egyenls energiakdzonként szingularitasokat taldltam, amelyek a
visszatérési valoszintségben felbukkané szingularis hosszakkal dllnak kapcsolatban. Diagonalis esetben kife-
jezést adtam a visszatérési valoszintiség kiszamitasara is. A modszereket doboz-, korong- és sarokbiliardra
sikerrel alkalmaztam.

Az 5. fejezetben ferroméagnesbdl és szupravezet6bol allo hibrid rendszert tanulmanyoztam, a BdG-
egyenletet egy rekurziv Green-fiiggvény technika segitségével racson megoldva. Két ellentétesen polarizalt
ferromagneses c¢s6 szupravezetShoz csatolasakor fellépd nem-lokalis aramokat vizsgaltam. A Falci-féle eredeti
elrendezésben a csovek tavolsagéaval exponencidlisan csfkken az aramok nagysiga. Az elrendezést egy normaél
tartoménnyal kiegészitve a jelenség amplitidojat nagysagrendekkel megnoveltem. Az atlagolt vezetGképesség
fliggését a geometriai paraméterektdl egyszerd rezisztor modellel magyardztam meg. A kontaktusoknél alag-
utpotencidl bevezetésével igazoltam a transzport rezonans jellegét. A normadl tartomanyban egy méagneses

teret bekapcsolva a jelenség amplitudéja tovabb ndvelhetd.
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SUMMARY

Mesoscopic devices have become the system of choice for studying transport properties over the last
decades of the 20th century. During the 90’s advances in nanotechnology have made the fabrication of hybrid
systems feasible, systems where mesoscopic size ballistic semiconductors and bulk superconductors are phase-
coherently attached. In normal-superconductor (NS) hybrid systems Andreev reflection is a new process,
which occurs at the NS interface. In this process an electron (or hole) is phase-coherently retroreflected as a
hole (or electron). The Andreev reflection raises numerous new phenomena like below-gap-flow or negative
four-point conductance.

In this thesis I have studied the influence of Andreev reflection on several transport properties of two-
dimensional electron gas hybrid systems. I have been solving the Bogoljubov—de Gennes (BdG) equations
in step-function approximation without applying Andreev approximation. I have compared my results to
semiclassical calculations as well, and the agreement was usually excellent.

After a short introduction in Chapter 2 I present the BAdG equations with their simplest solutions. I also
take a touch on the step-function approximation.

In Chapter 3, the Phase Length Spectra (PLS), defined as the power spectra of the reflection or trans-
mission amplitude, was investigated in NS hybrid systems. In hybrid systems with diffractive points peaks
emerge at negative lengths also. The position of the peaks correspond with the semiclassical path length
over the full range of length. In certain paths the total length of the hole segments may exceed those of the
electrons, and therefore the total length can be negative.

In Chapter 4, the energy spectra of Andreev billiards was considered. I have calculated the secular equati-
on of an Andreev billiard, a normal system with a known transfer matrix connected to a bulk superconductor
via an infinitesimally short neck. By numerically solving this equation I have calculated the energy levels
of such a system. The results could have been matched against the Bohr—Sommerfeld approximation of the
density of states (DOS) in hybrid systems. In the DOS singularities were found at equal distances. These
singularities were understood to be related to a singular length in the classical return probability. In the
diagonal case I have also given a formula to compute the return probability. The method could have been
successfully applied for box-, disk- and edge-billiards.

In Chapter 5, I looked into hybrid systems made up of ferromagnet and superconductors. I have solved
the BAG equations on a tight binding lattice with a recursive Green function technique. When two fully
polarised ferromagnetic wires with opposite polarisations make contact with a spin-singlet superconductor,
non-local currents may arise. In the original arrangement the magnitude of this current was found to decay
exponentially with the distance between the contacts. By modifying the arrangement by adding a normal
diffusive spacer between the ferromagnet and the superconductor, the magnitude of the non-local current can
be enhanced by several orders of magnitude. The changes in the averaged conductance can be understood
with a simple resistor model. The resonant behaviour of the transport has been proved, by introducing a
tunnel barrier at the contacts. A perpendicular magnetic field may further enhance the magnitude of the

non-local current.



